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《误差 理论 与 测量 平 差 基础 是 测绘 工程 专业 本 科 的 专业 基础 核心 课程 的 通用 教材 。 

1998 年 国家 教委 颁布 的 《普通 高 等 学 校本 科 专 业 日 录 》 中 ,测绘 类 专业 设置 仅 有 测绘 圭 程 
一 个 本 科 专 业 , 它 涵盖 了 虽 专 业 有 目录 中 的 太 地 测量 、 工 程 测 基 ,摄影 测量 与 遥感 和 地 图 学 等 四 
个 本 科 专 业 。 为 了 贯彻 执行 新 的 专业 日 录 , 商 等 学 校 测 绘 学 科教 学 指导 委员 会 对 测绘 工程 本 
科 专 业 的 培养 模式 .专业 方向 各 核心 课程 的 设置 做 了 全 面 研 讨 , 并 提出 了 有 具体 的 改革 方案 。 误 
差 理论 与 测量 平 差 基 础 被 列 为 该 专业 的 几 门 核心 课程 之 一 ,是 该 专业 所 有 学 生 必 修 的 专业 基 
珊 课 。 教 学 指导 委员 会 还 组 织 有 关 院 校 教师 研讨 和 制定 本 课程 的 教学 大纲, 参加 制定 教学 大 
纲 的 单位 有 :武汉 大 学 测绘 学 院 ,中 国 矿业 大 学 环境 与 调 绘 学 院 .山东 科技 火 学 地 球 信 息 科 学 
与 工程 学 院 、 长 安 大 学 地 质 工程 与 测绘 工程 学 院 .解放 军 信 息 工程 大 学 测绘 学 院 、 大 连 海军 舰 
艇 学 院 海 测 系 .同济 大 学 测量 与 国土 信息 工程 系 `. 黑 龙 江 工 程 学 院 测 量 系 等 。 

我 们 受 教学 指导 委员 会 的 委托 ,本 着 拓宽 专业 口径 ,着 重 加 强 本 课程 的 基本 概念 .基础 理 
论 、. 基 本 知识 和 基本 技能 的 原则 ,在 原 k 测 昌平 莽 基 础 光 第 三 版 ) 的 基础 上 ,修订 编写 了 本 教材 。 

《测量 平 差 基 础 ?为 原 武汉 测绘 科技 大 学 ( 现 武 汉 大 学 ) 测 攻 平 其 教研 室 教 师 集 体 编著 的 教 
材 ,1978 年 6 月 出 版 。1983 年 6 月 出 版 第 一 版 ( 即 增 订 本 )。1996 年 5 月 出 版 第 三 版 ,至 今 已 
发 行 了 12 万 余 册 。 己 成 为 许多 院 以 测绘 专业 课程 的 教材 ,其 质量 已 得 到 社会 上 的 承认 。 

虽然 《误差 理论 与 测量 平 差 基 础 》 与 4 测 凑 平 益 基础 》 属 于 同一 人 性质 的 课程 ,教学 大 网 的 基 
本 内 容 也 相差 不 多 ,但 考虑 到 新 专业 目录 中 测绘 工程 专业 与 昌 专 业 自 录 中 相应 的 细 分 专业 的 
差异 ,培养 模式 和 课程 设置 的 不 同 , 仍 需 对 该 教 材 的 内 容 从 基础 化 和 综合 化 的 角度 进行 修订 。 
尽管 如 此 ,本 书 仍 可 认为 是 原 书 测 量 平 差 基站 ?的 第 四 版 。 它 反映 了 我 校 测 量 平 差 教师 30 ж 
年 来 在 该 课程 教学 和 科研 中 的 集体 成 果 ,同时 也 反映 了 兄弟 院 校 同行 们 的 改革 意见 ,教学 方法 
和 经 验 。 

本 教材 的 主要 教学 内 容 和 教学 体系 与 穆 教 材 基本 一 第 , 即 本 课程 仍 是 主要 讲授 谋 差 理论 
的 基本 知识 和 基于 偶然 误差 的 测量 平 益 法 的 基础 理论 和 方法 。 本 书 与 原 书 相 比 ,主要 有 以 下 
两 个 特点 : 

1. 加 强 了 误差 理论 基础 知识 ,以 适应 现代 测绘 技术 数据 处 理 的 需要 。 例 如 ,加 强 了 误差 
分 布 及 数字 特征 的 论述 ,对 误差 的 精度 ,准确 度 、 精 确 度 和 不 确定 度 等 基本 概念 作 了 详细 地 阅 
述 ; 又 如 , 原 教 材 基本 未 涉及 处 理 系统 误 关 问题 ,但 在 现代 测量 数据 处 理 中 ,这 是 一 个 不 能 忽视 
的 问题 ,因此 在 本 教材 中 ,加 强 了 系统 误 关 的 基本 理论 ,包括 系统 误差 的 传播 .统计 愉 验 和 系统 
误差 的 估计 等 内 容 。 

2. 拓展 测量 平 茎 基本 方法 的 应 用 面 。 原 书 授课 对 象 主要 是 大 地 测量 和 工程 测量 的 本 科 
专业 ,测量 平 差 基 本 方法 主要 应 用 于 常规 测 景 控制 网 。 而 现在 ,由 于 现代 测量 技术 的 发 展 , 测 
绘 工程 涵盖 专业 的 增加 ,使 得 平 差 理论 的 应 用 更 加 广泛 。 在 本 书 的 编写 中 ,我 们 充分 注意 到 这 
一 点 ,为 求 范 例 的 多样 性 各 实用 性 ,以 利于 达到 培养 宽 口 径 人 才 的 要 求 。 
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此 外 ,本 书 在 加 强 理 论 联 系 实 际 ,突出 基本 理论 和 基本 概念 , 删 去 不 必要 和 陈 旨 的 教学 内 
窜 等 方面 都 作 了 一 定 的 努力 。 

本 书 由 陶 本 营 教 授 . 皂 工 宁 教授 、 黄 加 纳 教授 , 孙 海 燕 教 授 参 加 修订 和 编写 。 孙 海燕 编 与 
第 二 章 .第 三 章 ; 黄 加 纳 编 写 第 五 章 、 第 六 章 、 第 九 章 ,其 中 第 九 章 “ 概 括 平 差 函 数 模型 "在 第 三 
版 中 是 於 宗 传教 授 编写 的 ,是 於 宗 传 教授 的 科研 成 果 ,本 书 基 本 保持 不 变 , 仅 做 了 统一 整理 ; 印 
卫 宁 编写 第 七 章 、 第 八 章 ; 淘 本 藻 编 写 第 一 章 .第 四 章 .第 十 章 ,第 十 一 章 .第 十 二 章 。 全 书 最 后 
由 网 本 匣 教 授 统一 修改 定稿 。 姚 宜 斌 博士 为 本 书 提供 了 部 分 算 例 。 

本 书 是 在 高 等 学 校 测绘 学 科教 学 指导 委员 会 组 织 和 指导 下 编写 的 ,得 到 了 兄弟 院 校 局 行 
们 的 大 力 支 持 , 在 此 表示 深切 的 谢意 。 

本 书 的 编写 得 到 了 武汉 大 学 教务 部 的 大 力 支 持 , 并 提供 教材 建设 专项 基金 资助 。 测 绘 学 
院 的 领导 对 本 书 的 编写 也 极为 重视 和 和 关心。 这些 都 保证 了 本 书 编写 工作 的 顺利 进行 。 

由 于 武汉 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 和 和 积极 工作 ,在 很 短 的 时 间 内 完成 了 本 书 的 出 版 ,保证 了 
教学 的 需要 ,我 们 深 过 感谢 。 

我 们 恳切 希望 使 用 本 教材 的 教师 和 广大 读者 对 本 书 提出 宝贵 意见 。 


武汉 大 学 测绘 学 院 
测量 平 差 学 科 组 
2002 年 8 月 
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第 一 章 Ж g 


测量 数据 或 观测 数据 是 指 用 一 定 的 仪器 、 工 具 \ 传 感 器 或 其 他 手段 获取 的 反映 地 球 与 其 他 
实体 的 空间 分 布 有 关 信 息 的 数据 。 测 量 和 况 测 是 问 义 词 ,将 交替 使 用 。 观 测 数 据 可 以 是 直接 
测量 的 结果 ,也 可 以 是 经 过 某 种 变换 后 的 结果 。 任 何 观 测 数据 总 是 包含 信息 和 干扰 项 部 分 , 采 
集 数 据 就 是 为 了 获取 有 用 的 信息 ,干扰 也 称 为 误差 ,是 除了 信息 以 外 的 部 分 ,要 设法 予以 排队 
或 减弱 其 影响 。 本 章 说 明 观 测 数据 总 是 不 可 避免 地 带 有 误差 ,以 及 测量 平 差 所 研究 的 内 容 , 最 
后 介绍 本 课程 的 任务 和 内 容 。 


$11 观测 误差 


当 对 某 个 量 进行 重复 观测 时 就 会 发 更 ,这 些 观测 值 之 问 往 往 存 在 一 些 差 异 。 例 如 观测 一 
个 平面 三 角形 的 三 个 内 角 ,就 会 发 现 其 观测 信之 和 不 等 于 180"。 这 种 在 同一 个 量 的 各 观测 值 
之 间 ,或 在 各 观测 值 与 其 理论 上 的 应 有 值 之 阿 存在 差异 的 现象 ,在 测量 工作 中 是 普遍 存在 的 。 
为 什么 会 产生 这 种 差异 昵 9 这 是 几 于 观测 值 中 包 食 有 观测 误差 的 缘 衣 。 


观测 误差 产生 的 原因 很 多 ,概括 起 来 有 以 下 三 个 方面 : 

1. 测量 仪器 

所 请 测量 仪器 ,这 里 是 指 采 集 数据 所 采用 的 任何 工具 和 手段。 由 于 每 一 种 仪器 只 具有 一 
定 限度 的 准确 订 ,由 此 观测 所 得 的 数据 必然 带 有 误差 。 例 如 ,在 用 只 刻 有 厘米 分 划 的 普通 水 准 
尺 进行 水 准 测量 时 ,就 难以 保证 在 估 读 厘米 以 下 的 尾数 时 正确 无 误 。 同时 ,仪器 本 身 也 有 一 定 
的 误差 ,如 水 准 仪 的 视 准 轴 不 平行 于 水 淮 轴 等 。 此 外 ,在 地 图 数字 化 中 采用 的 数字 化 似 或 扫描 
仪 ,使 用 自动 化 精密 仪器 如 全 站 仪 .GPS 接收 册 等 所 采集 的 数据 也 都 存在 着 仪器 谋 差 。 

2. 观测 者 

由 于 观测 者 的 感觉 器 官 的 鉴别 能 力 有 一 定 的 局 限 性 ,所 以 在 仪器 的 操作 过 程 中 也 会 产生 
误差 。 同 时 ,观测 者 的 技术 水 平和 工作 态度 ,也 是 对 观测 数据 质量 有 直接 影响 的 重要 因素 。 

3. 外 界 条 件 

测量 时 所 处 的 外 界 条 和 件 ,如 温度 .湿度 .风力 ,大气 折 光 等 因素 和 变化 都 会 对 观测 数据 直接 
产生 影响 。 特 别 是 高 精度 测量 ,更 要 重视 外 界 条 件 产生 的 观测 误差 。 例 如 ,GPS 接收 机 所 接 
收 的 是 来 自 2 万 千 米 高 空 的 卫星 信号 ,经 过 电离 层 . 大 气 层 都 会 发 生 信 呈 延迟 而 产生 误差 等 。 

上 述 测量 仪 大 ,观测 者 、 外 界 条 件 三 方面 的 因素 是 引起 误差 的 主要 来 源 , 因 此 ,我 们 把 这 三 
方面 的 因素 综合 起 来 称 为 观测 条 件 。 不 难 想象 ,观测 条 件 的 好 坏 与 观测 成 果 的 质量 有 着 密切 
的 联系 。 当 观测 条 件 好 一 些 时 ,观测 中 所 产生 的 误差 平均 说 来 就 可 能 相应 地 小 一 些 ,内 而 观 调 
成 果 的 质量 就 会 高 一 些 。 反 之 ,观测 条 件 益 一 些 时 ,观测 成 果 的 质量 就 会 低 一 些 。 如 果 观 测 条 
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了 观测 条 件 的 优 劣 。 

但 是 ,不 管 观测 条 件 如 和 何 ,在 整个 观测 过 程 中 ,由 于 受到 上 述 种 种 因素 的 影响 ,观测 的 结果 
就 会 产生 这 样 或 那样 的 误差 。 从 这 一 意义 上 来 说 ,在 测量 中 产生 误差 是 不 可 避免 的 。 当 然 ,在 
客观 条 件 允 许 的 限度 内 ,测量 工作 者 可 以 而 且 必 须 确 保 观 测 成 果 具 有 较 高 的 质量 。 


二 ,观测 误差 分 类 


根据 观测 误差 对 测量 结果 的 影响 性 质 ,可 分 为 恤 然 误差 .系统 误差 和 粗 差 三 类 。 

1. BARE 

ЖЕНЕ АО ЕТЕ ж ЭПИ, t Же ЖЕТЕ А S F ЖЕДЕ НЕ ЖКТЕ, ДА - 
TRES, BINARIA ЕТЕН ЖОНЕ, TB ЯК р ЭЕ НУ P ТЕГ, ЯА Ж — де ЖЭЙ 
律 ,这 种 误差 称 为 偶然 误差 。 

例如 ,仪器 没有 严格 照 准 目标 , 佑 该 水 准 尺 上 毫米 数 不 准 ,测量 时 气候 变化 对 观测 数据 产 
生 微小 变化 等 都 属于 侦 然 误差 。 此 外 ,如 果 观 测 数 据 的 误差 是 许多 微小 偶然 误差 项 的 总 和 , 则 
налы олы. {ЙД АПЫ ЗЕ И] ПЕЛЕ ЖИНА» 5 ФТТ ЖЕ A РЕЖЕ ЛЕШ НИЯ АР И Л 
5 SE dey i ЗЕ By b ИП, ИШ, WARAKI EEE ERARA. ПТА КЛА 
误差 又 随 着 偶然 因素 影响 的 不 断 变化 ,其 数值 忽 大 忽 小 ,其 符号 或 正 或 负 ,这 样 , 由 它们 所 构成 
的 总 和 ,就 其 个 体 而 言 ,无 论 是 数值 的 大 小 或 符号 的 正 负 都 是 不 能 事先 预知 的 ,这 种 误差 也 是 
偶然 误差 。 这 是 观测 数据 中 存在 偶然 误差 最 普遍 的 情况 。 

根据 概率 统计 理论 可 知 ,如 果 各 个 误差 项 对 其 总 和 的 影响 都 是 均匀 地 小 , 即 其 中 没有 一 项 
比 其 他 项 的 影响 占 绝 对 优势 时 ,那么 它们 的 总 和 将 是 服从 或 近似 地 服从 正 态 分 布 的 随机 变 最 。 
因此 ,偶然 误差 就 其 总 体 而 言 ,都 具有 一 定 的 统计 规律 性 , 故 有 时 又 把 个 热 误差 称 为 随机 误差 。 

2. 系统 误差 

在 相同 的 观测 条 件 下 作 一 系列 的 观测 ,如 果 误 差 在 大 小 、 符 号 上 表现 出 系统 性 ,或 者 在 观 
测 过 程 中 按 一 定 的 规律 变化 ,或 者 为 某 一 常数 ,那么 ,这 种 误差 就 称 为 系统 误差 。 

例如 ,用 具有 某 一 尽 长 误差 的 钢 尺 量 距 时 ,由 尺 长 误差 所 引起 的 距离 误差 与 所 测 距 离 的 长 
户 成 正比 地 增加 ,距离 愈 长 ,所 积累 的 误差 也 愈 大 ,这 种 误差 户 于 系统 误差 。 每 一 把 钢 尺 的 下 
长 误差 是 一 个 常数 ,这 种 系统 误差 称 为 常 系 差 。 而 对 于 全 长 的 影响 , 则 为 线性 项 误差 , 设 一 把 
钢 尺 的 尽 长 误差 为 =, 全 长 为 т 钢 尺 长 , 则 线性 项 误差 为 me。 义 如 ,在 定点 三 直 形 变 测 量 中 ， 
在 两 固定 点 间 每 天 重复 进行 水 准 济 量 ,就 会 发 现 由 于 温度 等 外 界 因素 变化 而 产生 以 年 为 周 其 
的 局 期 性 误差 ,这 种 具有 线性 项 .周期 性 现象 等 有 规律 的 系统 误差 是 一 种 规律 性 系统 误差 。 Ж 
有 的 系统 误差 源 对 其 中 部 分 观测 呈 规 律 性 影响 ,而 对 不 同 观测 群 的 影响 其 符号 又 可 正 可 负 , 呈 
现 出 随机 性 ,从 总 体 上 看 ,这 种 系统 误差 属于 随机 性 系统 误差 ,在 测 旺 中 称 为 半 系 统 误差 。 此 
外 ,在 测量 实际 中 还 存在 着 原因 不 有 明 的 系统 谈 差 。 

系统 误差 与 偶然 误差 在 观测 过 程 中 总 是 问 时 产生 的 , 当 观 测 中 有 显著 的 系统 误差 时 ,偶然 
误差 就 处 于 次 要 地 位 ,观测 误差 就 呈现 出 系统 的 性 质 ; 反 之 , 则 旦 现 出 个 然 的 性 质 。 

系统 误差 对 于 观测 结果 的 影响 一 般 具 有 累积 的 作用 , 它 对 成 果 质 量 的 影响 也 特别 显著 。 
在 实际 工作 中 ,应 该 采用 各 种 方法 来 消除 或 减弱 其 影响 ,达到 实际 上 可 以 忽略 不 计 的 程度 。 所 
渭 忽 略 不 计 的 程度 ,是 指 残 余 的 系统 误差 小 于 或 至 多 等 于 侦 然 误差 的 量 级 。 一 种 方法 是 通过 
合理 的 操作 程序 ,例如 ,进行 水 准 测 量 时 ,使 前 后 视 距 相等 ,以 消除 由 于 视 淮 轴 不 平行 于 水 准 办 
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求 出 尺 长 误差 大 小 ,对 所 其 的 距离 进行 改正 ,减弱 由 长 系统 误差 对 所 量 距 离 的 影响 等 。 

如 果 观 测 列 中 已 经 排除 了 系统 误差 的 影响 ,或 者 与 偶然 误差 相 比 已 处 于 次 要 地 位 , 则 该 观 
测 列 就 可 认为 是 带 有 偶然 误差 的 观测 列 。 

但 是 ,在 不 少 测量 实际 问题 中 ,系统 误 益 的 存在 及 其 对 观测 结果 的 影响 并 不 能 用 上 述 简 单 
的 方法 予以 排除 。 而 要 在 数据 处 理 中 设法 了 以 清除 或 减弱 其 影响 。 

3. HŽ 

粗 差 即 粗大 误差 ,是 指 比 在 正常 观测 条 件 下 所 可 能 出 现 的 最 大 误差 还 要 大 的 误差 ,通俗 地 
说 , 粗 差 要 比 偶然 误差 大 上 好 用 倍 。 例 如 观测 时 大 数 读 铺 ,计算 机 输入 数据 错误 , 航 测 相 片 判 
读 错 误 , 控 制 网 起 始 数据 错误 等 。 这 种 错误 或 粗 差 ,在 一 定 程度 三 可 以 避免 。 但 在 使 用 现今 的 
高 新 测量 技术 如 全 球 定 位 系统 (GPS) .地理 信息 系统 (GIS) ,遥感 (RS) 以 及 其 他 高 精度 的 自动 
化 数据 采集 中 ,经 常 是 粗 差 混 人 信息 之 中 ,识别 组 差 源 并 不 是 用 简单 方法 可 以 达到 月 的 的 , 需 
要 通过 数据 人 处理 方法 进行 识别 和 消除 其 影响 。 


512 测量 平 差 学 科 的 研究 对 象 


由 于 观测 结果 不 可 避免 地 存在 着 误差 ,因此 ,如 何 处理 带 有 误差 的 观测 值 , 找 出 待 求 基 ( 以 
下 称 求知 量 } 的 最 佳 估 值 ,在 测绘 学 中 是 测量 平 差 学 科 所 研究 的 内 容 。 

在 测绘 工程 和 其 他 工程 领域 中 ,只 带 有 侦 然 误差 的 观测 列 占 大 多 数 ,是 比较 普遍 的 情形 ， 
它 是 测量 平 差 学 科研 究 的 基础 内 容 , 也 是 应 用 最 广 和 理论 斌 究 中 最 重要 的 基础 部 分 。 一 般 认 
为 属于 经 典 测量 平 差 范 畴 。 

为 了 测定 一 条 边 长 ,如 果 仅 丈量 一 次 就 可 得 出 其 长 度 ,其 误差 不 得 而 知 ,也 不 存在 数据 处 
理 问题 。 但 可 以 对 该 边 丈 量 я 次 ,得 到 я 个 观测 边 长 , 取 其 平均 值 为 该 边 长 的 最 后 长 度 。 此 
时 信 然 误差 影响 得 到 消除 或 减弱 , 既 提高 了 边 长 的 精度 ,又 可 检 核 观测 值 是 否 有 错误 存在 ,这 
就 是 多 测 n -1 次 所 得 天 的 效 盖 。 取 平均 值 就 是 一 种 带 有 偶然 误差 观测 列 的 数据 处 理 方法 。 
多 测 的 一 1 次 , 称 为 多 余 观 测 , 用 + 表示 , 即 +=n--1 次 ,多 余 观 测 数 就 是 多 于 未 知 量 的 观测 
数 。 在 测量 工程 中 ,为 了 提高 成 果 质 量 和 检查 发 现 错误 常 作 多 余 观 测 。 进行 了 多 余 观 测 , 由 于 
每 个 观测 值 带 有 偶然 误差 ,就 会 产生 一 定 的 问题 ,如 确定 一 个 平面 三 角形 的 形状 ,只 要 测定 其 
中 两 个 内 角 就 够 了 , 现 观 测 三 个 内 角 , 三 个 内 角 观 测 值 之 和 就 不 会 等 于 180" ,产生 了 闭合 差 或 
不 符 值 。 她 何 处 理由 于 多 余 观 测 引 起 的 观测 信之 问 的 不 符 信 或 闭合 类, 求 出 未 知 量 的 最 佳 估 
值 并 评定 结果 的 精度 是 测量 平 差 的 基本 任务 。 

由 于 上 述 的 闭合 差 来 自 于 观测 的 偶然 误差 ,因此 必须 研究 偶然 误差 概率 统计 理论 ,包括 偶 
然 误 差 的 分 布 .评定 精度 的 指标 、 误 差 的 传播 筑 律 ,误差 检验 和 误差 分 析 等 。 

偶然 误差 是 不 可 避免 的 ,如 果 观 测 中 还 包含 有 系统 误差 或 者 粗 差 或 者 两 种 误差 兼 而 有 之 ， 
这 种 数据 处 理 就 有 一 定 的 难度 ,这 些 被 认为 属于 近代 测量 平 差 范 畴 。 在 设法 消除 或 减弱 系统 
误差 或 粗 差 影响 条 件 下 ,其 基本 任务 仍 是 求 定 未 知 量 的 最 佳 估 值 和 评定 其 精度 。 

测量 平 差 理 论 和 方法 是 测绘 学 科 中 测 基数 据 处 理 和 质量 控制 方面 重要 的 组 成 部 分 ,并 在 
现代 GPS.GIS.RS 及 其 集成 的 高 新 测 基 技术 以 及 高 精度 自动 化 数字 化 数据 采集 和 处 理 中 得 
到 广泛 的 应 用 。 

综 上 所 述 ,测量 平 差 即 是 测 一 数据 调整 的 意思 。 共 基 本 的 定义 是 ,依据 某 种 最 优化 准则 ， 
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方法 对 于 其 他 任何 学 科 , 只 要 是 处 理 带 有 误差 的 观测 数据 均 可 适用 ,可 见 测 量 平 差 的 应 用 十 分 
广泛 。 


$1-3 测量 平 差 的 简 史 和 发 展 


测量 平 差 与 其 他 学 科 一 样 , 是 由 于 生产 的 需要 而 产生 的 ,并 在 生产 实践 的 过 程 中 , 随 着 科 
学 技术 的 进步 而 发 展 。18 世纪 末 ,在 测量 学 、 天 文 测 量 学 等 实 丰 中 提出 了 如 何 消 除 由 于 观测 
误差 引起 的 观测 量 之 闻 矛 盾 的 问题 , 即 姐 何 从 带 有 误差 的 观测 值 中 找 出 未 知 量 的 最 佳 佑 值 。 
1794 年 ,年 仅 17 Ж РСС. F Gauss) 首 先 提出 了 解决 这 个 问题 的 方法 一 一 最 小 二 乘法 。 他 
是 根据 偶然 误差 的 四 个 特性 ,并 以 算术 平均 值 为 待 求 量 的 最 或 然 值 作为 公理 ,导出 了 偶然 误 善 
的 概率 分 布 ,给 出 了 在 最 小 二 乘 原理 下 未 知 景 最 或 然 值 的 计算 方法 。 当 时 高 斯 的 这 一 理论 并 
没有 正式 发 表 。19 世纪 初 (1801 F) ,意大利 天 文学 家 对 刚 发 现 的 丛 神 星 运行 轨道 的 一 段 弧 长 
作 一 系列 的 观测 ,后 来 因 故 中 止 了 ,这 就 需要 根据 这 些 带 有 误差 的 观测 结果 求 出 该 星 运行 的 实 
际 轨道 。 高 斯 用 自己 提出 的 最 小 二 乘法 船 决 了 这 个 当时 很 大 的 难题 ,对 谷 神 星 运 行 轨道 进行 
了 预报 .使 天 文学 家 及 时 又 找到 了 这 颗 彗 星 。1809 年 ,高 斯 才 在 “天体 运动 的 理论 "一 文中 正 
趟 发 表 了 他 的 方法 。 在 此 之 前 ,1806 Æ, Е Ж (А. М. Legendre) 发 表 了 "决定 彗星 轨道 方 
法 ”一 文 ,从 代数 观点 也 独立 地 提出 了 最 小 二 浅 法 ,并 定名 为 最 小 二 乘法 ,所 以 后 人 称 它 为 高 
H-E RURA E. 

н 19 世纪 初 到 20 世纪 50 一 60 Е-е, ШЕТЕН ТЕ k: F TB SÑ e ЕНЕ 
ПЕНЕН ТА EE Y WO ripa {МҮН 了 一 系列 解决 各 类 测量 问题 的 平 差 方法 (经 典 测 
量 平 差 ) ,针对 这 一 时 期 的 计算 工具 的 情况 ,还 提出 了 许多 分 组 解 算 线 性 方程 组 的 方法 ,达到 简 
化 计算 的 目的 。 

8 20 世纪 50 一 60 年 代 开始 , 随 着 计算 技术 的 进步 和 生产 实践 中 高 精度 的 需要 ,测量 平 差 
得 到 了 很 大 发 展 ,主要 表现 在 以 下 几 个 方面 : 

() 从 单纯 研究 观测 的 偶然 误差 理论 扩展 到 包含 系统 误差 和 粗 差 ,在 偶然 误差 理论 的 基础 
上 ,对 误差 理论 及 其 相应 的 测量 平 差 理论 和 方法 进行 全 方位 研究 ,大 大 地 扩充 了 测量 平 差 学 科 
的 研究 领域 积 范围 。 

(2)1947 年 , 铁 斯 特 拉 {T.M. Tienstra) PE Hi T HARIEN EARE, ,限于 当时 的 计算 条 
件 . 直 到 20 世纪 70 年 代 以 后 才 被 广泛 应 用 。 相 关 平 差 的 出 现 , 使 观测 值 的 概念 广义 化 了 ,将 
经 典 的 最 小 二 轩 平 差 法 推 向 音 广 泛 的 应 用 领域 。 

(3 经 典 的 最 小 二 乘法 平 差 ,所 选 平 差 参 数 (来 知 量 ) 假 设 是 非 随机 变量 。 随 着 测量 技术 的 
进步 ,需要 解决 观测 量 和 平 差 参 数 均 为 随机 变量 的 平 差 问题 ,20 世纪 60 年 代 末 提 出 并 经 70 
年 代 的 发 展 ,产生 了 顾及 随机 参数 的 最 小 二 乘 平 差 方法 。 它 起 源 于 最 小 二 乘 内 插 和 外 扒 重 力 
REATARD, HARK (Moritz. H) ARS A(T. Krarup) 握 出 , 取 名 为 最 小 二 乘 滤波 , 扒 
EARE, CERAR EE. | 

Са 8k | — ЗЕ ЗЕ k PIE ЗЕ 15] 88, РЫН ОЕ ЖНЖ #k BJ , Jy 8 SB 
有 惟一 解 。20 世纪 60 年 代 , 迈 塞 尔 (P. Meisl) ЫҢ T РУЗЕ 8 АҒ ЗЕ НИШ BJ РА 29 37 ЖЕЛ 
E EBT- 年 代 多 位 国内 外 学 者 的 深入 研究 , 现 已 形成 了 一 整套 秩 亏 自由 网 平 差 的 理论 

á 


体系 和 多 种 解法 ,并 广泛 应 用 于 测量 实践 。 

(5) 随 荐 微波 浏 中 技术 在 测量 中 的 应 用 ,经 典 平 差 中 的 定 权 理 论 和 方法 也 有 所 革新 。 许 多 
学 者 致力 于 将 经 典 的 先 验 定 权 方法 改进 为 后 验 定 权 方 法 的 研究 。 在 20 世纪 80445, JE Bh 
方差 估计 理论 已 经 形成 ,所 提 解 法 之 多 ,发 类 论文 之 多 是 其 他 课题 所 不 及 的 。 

(56) 观测 中 既然 包含 系统 误差 ,那么 系统 误差 特性 ,传播 ,检验 ,分析 的 理论 研究 自然 展开 ， 
相应 的 平 差 方 法 也 就 产生 ,例如 附 有 系统 参数 的 平 差 法 等 。 为 了 检验 系统 误差 的 存在 和 影响 ， 
引进 了 数理 统计 学 中 的 假设 检验 方法 ,结合 半 差 对 象 和 特点 ,测量 党 者 发 展 了 统计 假设 检验 理 
论 , 提 出 了 与 平 差 同时 进行 的 有 效 的 答 验方 法 。 

(7) 观 测 中 有 可 能 包含 粗 差 ,相应 的 误差 理论 也 得 到 发 展 。 其 中 最 著名 的 是 20 世纪 60 年 
代 后 期 荷兰 巴尔 达 (W. Baards) 教 授 提出 的 测量 系统 的 数据 探测 法 和 可 靠 性 理论 ,为 粗 差 的 理 
论 研究 和 实用 检验 方法 奠定 了 基础 。 到 目前 为 止 ,已 经 形成 了 粗 差 定位 \、 估 计 和 假设 检验 等 理 
论 体 系 。 处 理 粗 差 问题 ,一 种 途径 是 进行 数据 探测 ,对 粗 差 定位 和 消除 ; 另 一 种 途径 是 放弃 最 
小 二 乘法 ,提出 了 在 数学 中 称 为 稳健 估计 的 方法 ,或 称 抗 差 估计 。 稳 健 估 计 理 论 研究 和 测 基 平 
差 中 的 应 用 还 在 深入 中 。 

总 之 , 自 20 世纪 70 年代 以 来 ,特别 是 近 20 多 年 来 ,测量 半 差 与 误差 理论 得 到 了 充分 发 
展 。 这 些 研究 成 果 在 常规 测量 技术 中 的 应 用 已 经 机 当 普 遍 , 但 相应 于 不 断 出 现 和 发 展 的 测绘 
新 技术 ,如 何 应 用 已 有 的 方法 以 及 研究 提出 新 的 平 差 理论 和 方法 适应 现代 数据 处 理 的 需要 是 
一 个 值得 研究 的 问题 。 


514 本 课程 的 任务 和 内 容 


测量 平 差 基础 ,顾名思义 是 测量 平 差 学 科 的 理论 基础 。 本 课程 主要 讲述 测量 平 差 的 基本 
理论 和 基本 方法 ,数据 处 理 的 对 象 是 带 有 偶然 误差 的 观测 列 以 及 相应 的 误差 理论 基础 知识 。 

教学 目的 是 使 学 生 人 掌握 误差 理论 与 经 典 测量 平 差 基 本 原理 ,为 进一步 学 习 和 研究 近代 误 
差 理 论 和 测量 平 差 打 好 基础 ;学 会 经 典 测 重 平 差 的 各 种 方法 ,使 学 生 能 独立 地 解决 测绘 工程 中 
经 常 遇 到 的 测量 平 差 实际 问题 。 

本 课程 主要 讨论 带 有 偶然 误差 的 观测 值 平 差 处 理 问题 ,其 内 容 为 : 

(1 偶然 误差 理论 。 包含 偶然 误差 特性 和 偶然 误差 的 传播 ;精度 指标 及 其 估计 ; 权 与 中 误 
差 的 定义 及 其 估计 方法 。 

《2) 测 量 平 差 的 函数 模型 和 随机 模型 的 概念 和 建立 ,最 小 二 滋 原 理 及 方法 。 

(3) 测量 平 差 的 基础 方法 。 包含 条 件 平 差 法 ;间接 平 差 法 ; 附 有 未 知 参数 的 条 件 平 差 潜 和 和 
附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 。 按 最 小 二 乘 原 理 导 出 平 差 计算 和 精度 评定 的 公式 ,指出 其 应 用 。 
各 种 平 差 方法 的 概括 和 联系 。 

(4) 测量 平 差 中 必要 的 统计 假设 检验 方法 。 

最 后 简要 地 介绍 一 些 近 代 测量 平 莽 理 论 和 方法 ,以 便 与 后 续 有 关 测量 平 差 课 程 相连 接 , 为 
进一步 学 习 和 研究 这 种 理论 和 方法 打下 基础 。 


二 前 ООН 


测量 平 差 的 基本 任务 是 姓 理 一 系列 带 有 侦 然 误差 的 观测 值 , 求 出 未 知 量 的 最 佳 估 值 ,并 评 
定 测量 成 果 的 精度 。 和 解决 这 两 个 问题 的 基础 ,是 要 研究 观测 误差 的 理论 ,简称 误差 理论 。 偶 然 
误差 是 一 种 随机 变量 ,就 其 总 体 来 说 具有 一 定 的 统计 规律 ,本 章 从 阐明 其 统计 规律 性 着 手 , 引 
出 测量 中 常用 的 精度 含义 ,定义 评定 观测 精度 的 指标 。 

衡量 精度 的 指标 有 多 种 ,本章 着 重 介绍 最 主要 的 指标 , 即 方差 和 中 误差 ,给 出 衡量 观测 向 
量 的 精度 指标 方 莽 - 协 方差 阵 ,说 明 当 观测 值 问 时 含有 系统 误差 秀和 偶然 误差 时 ,其 精确 度 的 指 
标 是 均 方 误 莽 , 最 后 给 出 测量 不 确定 度 的 定义 及 其 基本 概念 。 

概率 论 中 的 正 态 分 布 是 误差 理论 与 测量 平 差 基础 中 随机 变量 的 基本 分 布 ,为 此 本 章 先 作 
扼要 的 介绍 。 


521 正 态 分 布 


无 论 是 在 理论 上 还 是 在 实用 上 , 正 态 分 布 都 是 一 种 很 重要 的 分 布 ,这 是 因为 : 
(1) 设 有 相互 独立 的 随机 变量 Х,, X... X ASUS X = >) 局 ,无 论 这 些 随机 变量 原 


来 是 服从 什么 分 布 ,也 无 论 它们 是 同 分 布 或 不 同 分 布 ,只 要 它们 具有 有 限 的 均值 和 方差 , 且 其 
中 每 一 个 随机 变量 对 其 总 和 X 的 影响 都 是 均匀 地 小 ,也 就 是 说 ,没有 一 个 比 其 他 的 变量 占有 
绝对 优势 ,那么 ,其 总 和 X 将 是 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 。 

当 我 们 对 某 个 量 进行 观测 时 ,总 是 不 可 澡 免 地 会 受到 许 许多 多 偶然 因素 的 影响 ,其 中 每 一 
个 因素 都 引起 基本 误差 项 ,而 总 的 测量 误差 A 则 是 这 一 系列 个 别 因素 引 起 的 基本 误差 项 ô, 
dae Z$ BBA = дү+ à + = 08,, 如 果 每 一 个 8 对 其 总 和 A 的 影响 都 是 均匀 地 小 , 屠 


么 ,其 总 和 A( 即 测量 误差 ) 就 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 。 

(2) 有 许多 种 分 布 , 例 如 在 后 面 章节 中 要 提 到 的 二 项 分 布 ,: 分 布 ,x 分 布 等 等 , 当 n оо 
时 ,它们 多 起 近 于 正 态 分 布 , 或 者 说 ,许多 种 分 布 都 是 以 正 态 分 布 为 其 极限 分 布 的 。 

由 此 可 见 , 正 态 分 布 是 一 种 最 常见 的 概率 分 布 , 是 处 理 观测 数据 的 基础 ,所 以 在 这 门 课程 
中 占有 重要 的 地 位 。 


一 \ 一 维 正 态 分 布 
服从 正 态 分 布 的 一 维 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


2 


1-Е 
Гб) = =° 222 (- e° < zr <+ оо) 
y 2170 


其 中 и йо 是 分 布 密度 的 两 个 参数 ,为 了 书写 方便 起 见 , 上 式 经 常 被 写成 如 下 形式 
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1 | i 
бх) = Зкө | 2205 и? (2-1-1) 


正 态 分 布 也 称 为 高 斯 分 布 - 对 随机 变量 X 服从 参数 为 x、o 的 正 态 分 布 ,以 后 将 简 记 为 总 
~ М(и,ет)ь 
现在 求 正 态 随机 变量 Х 的 数学 期 望 E(X); 
E(X) = | лус)» == |: 1 ‚ын ат 
қы а /Tn T 


ы ала 


作 变 量 代 换 , 令 = 三 二 ,得 


Ipe 212 
Е(Х) = 2 
(X) =l “(Сез де 
@ а= 21,1 to р 2 
= 一 一 | t ar] 254 -1- 
Z... e T Ë t (2-1-2) 
因 
+ оо 21, +% _ 
Г га = 0, | c 2 d: = V 2x=x 
М 
ЕОО--Е- Ут = м (2-1-3) 
v Эл 
ВК X 的 方差 D(X): 
+ += _ _1 z-e) 
р(х) = | C БОС) = RB) е = aye dz 


БК, 上 = -一 ,得 


2 + оо 12 2 ] .> + 1 2 
_1, _1 ө 11 
D(X) = — ! 10 іар = l-re t | ‚ | e 2 de) 


v 去 | -- Эк -e tJ 
= = vIn = а” (2-1-4) 
т” 


由 此 可 见 , 正 态 分 布 密 度 中 的 参数 ЕЕ X 的 数学 期 望 ,而 o? 就 是 它 的 方差 。 换 言 之 ,对 
于 正 态 分 布 而 言 ,这 些 参 数 不 是 别 的 ,而 恰好 就 是 随机 变量 的 两 个 主要 数字 特征 -因此 , 3128 6 
们 已 经 知道 了 某 一 随机 变量 是 服从 正 沪 分 布 的 话 , 则 由 数字 特征 就 可 决定 它 的 分 布 律 ,由 此 更 
说 明了 数字 特征 的 重要 性 。 

正 态 随机 变量 X 出 现在 给 定 区 间 {w kou + ko) 内 的 概率 (有 AEO 为 


+ ha 
р(и- ke < X < и + ka) =f «Жада 
pko 


1 |е” |l- o z) 
Ju P 2204 н) jde 


~ SIno! 


z 


= t ot 
dt = ?| —e “dr 
Ü «то 


£ 


Рр < X< k + ka) =| e 
2те 


-È 


由 上 式 可 得 


Рін-22< X < # + 26) = 95.5% 
P(g = 3с < X< n + 3с) == 99.7% 


Plgy - a < X < u + a) == 68.3% 
| (2-1-5) 


—.n ES f 


设 随机 向 量 X = (zpr лы X 服从 正 态 分 布 , 则 x Жа ІНЕН. 
n 维 正 态 随 机 向 量 X 的 联合 概率 密度 为 ， 


1 1 
fz ta t = ——„ ep ті: ву) Dyle pr) (2-1-6) 
(2z)2 [ Рух Е 2 x хх Ех 
Ж МИЛ ө X 的 数学 期 望 kx AD Оуу 为 : 
ra | P 
j gta | ЕХ.) 
а-ы р (2-1-7) 
LE | Е(Х,)) 
аў, ах x 9х х 
ÖK X ak бхХ 
Po | (2-1-8) 


数学 期 望 向 量 y 和 方差 阵 Dxx E n SIE ВАЛА АЗЕ од 中 各 元 素 wi 为 随机 
变量 X, 的 数学 期 望 , Dxx 中 各 主 对 角 线 上 的 元 素 o 为 X; 的 方差 , 非 主 对 角 线 中 的 元 素 oxx 
为 X, 关于 X 的 协 方差 ,是 描述 随机 变量 X, 与 X, 之 问 相关 性 的 量 。 

随机 向 量 X 的 方差 Dxx ,也 称 为 方差 - 协 方差 阵 , 常 简称 为 方差 阵 或 协 方差 阵 。 


$2-2 偶然 误差 的 规律 性 


任何 一 个 观测 量 , 客 观 上 总 是 存在 若 一 个 能 代表 其 真正 大 小 的 数值 ,这 一 数值 就 称 为 该 观 
测量 的 真 值 。 从 概率 和 数理 统计 的 观点 看 , 当 观 测量 仅 含 有 侦 然 误差 时 ,其 数学 期 望 也 就 是 它 
的 真 值 。 

设 进行 了 次 观测 ,其 观测 值 为 上 1 ,上 L:，…, 工 ,, 假 定 观测 量 的 真 值 为 工 , L, L, ,由 于 
各 观测 值 都 带 有 一 定 的 误差 ,因此 ,一 般 说 来 观测 值 L SHARI, 或 数学 期 望 已 ( 工 ) 并 不 和 
同 , 设 其 差 为 


A, = L, = L, (2-2-1) 
式 中 ,A; 称 为 真 误差 ,有 时 简称 为 误 养 。 苦 记 
Lı] гл A 
L= Е із 4 = > 
з L, А 


ыды 


则 有 


А-1 (2-2-2) 
如 果 以 被 观测 量 的 数学 期 望 
ЕСІ) = ТЕС), ЕС), ECL T 
表示 其 真 值 , 则 
E(L)=L 
A= к) L! (2-2-3) 


忠于 所 要 处 理 的 观测 值 不 包含 系统 误差 ,因此 这 里 的 和 仅仅 是 指 偶然 误差 。 

在 $1-1 中 已 经 指出 ,就 单个 偶然 误差 而 言 ,其 大 小 或 符号 没有 规律 性 , 即 呈 现 出 一 种 偶 
然 性 (或 随机 性 } ,但 就 其 总 体 而 言 , 却 呈现 出 一 定 的 统计 规律 性 。 在 大 部 分 情况 下 ,这 种 统计 规 
律 性 可 以 用 正 态 分 布 来 描述 .人们 从 无 数 的 测量 实践 中 发 现 ,在 相同 的 观测 条 件 于 ,大 量 偶然 
误差 的 分 布 也 确实 表现 出 了 一 定 的 统计 规律 性 。 下 面 通过 实例 来 说 明 这 种 规律 性 。 

在 某 测 区 ,在 相同 的 观测 条 件 下 ,独立 地 观测 了 358 个 平面 三 角形 的 全 部 内 角 , 由 于 观测 
值 带 有 误差 , 故 三 个 内 角 观 测 值 之 和 不 等 于 其 真 值 (180") ,根据 (2-2-1) 式 ,各 个 三 角形 内 角 和 
的 真 误差 可 由 下 式 计 算 ， 

А, = 180° — (L, + L; + Ls), (i = 1,2,:%,358) 
RP, (Li+ Ls + La); 表示 各 三 角形 内 角 和 的 观测 傅 。 现 将 误差 出 现 的 范围 分 为 若干 相等 的 
小 区 间 ,每 个 区 间 的 长 度 ал 为 0.20 ,将 这 一 组 误差 数值 按 太 小 排列 ,统计 出 现在 各 区 间 内 误 
差 的 个 数 o, 以 及 “误差 出 现在 某 个 区 间 内 ”" 这 一 事件 的 频率 y/n eik п = 358) ,其 结果 列 于 
表 2-1 中 。 


表 2-1 

. АЖА fB 
误差 的 区 间 一 | э 

т Ж | шоу шеп | 

i Ж bi 频率 өрен ЧА | 

0.00 — 0.20 45 0.126 0.630 | 46 0,128 0.040 | då = 0.20; 
0.20 — 0.40 40 0.112 0.560 | 41 0.115 0.575 等 于 区 间 左 
0.40 ~ 0.60 33 0.092 0.460 33 0.092 0.460 端 值 的 误差 
0.60 — 0.80 23 0.064 0.320 21 0.059 0.295 算 人 该 区 间 
0.80 — 1.00 17 0.047 0.235 18 0.045 0.225 内 。 
1.00 — 1.20 13 0.036 0.180 13 0.036 0.180 
1.20 ~ 1.40 6 0.017 0.085 5 0.014 0.070 
1.40 — 1.60 4 0.011 0.055 2 0.006 0.030 
1.60 以 上 0 0 0 0 0 0 

>, 181 0.505 | 177 0.495 | 


从 表 2-1 中 可 以 看 出 ,误差 的 分 布 情况 具有 以 下 性 质 :(1) 误差 的 绝对 值 有 一 定 的 限 值 ; 
(2) 绝对 值 较 小 的 误差 比 绝对 值 较 大 的 误 益 多 ;(3) 绝对 值 相等 的 正 负 误差 的 个 数 相近 。 
为 了 便于 以 后 对 误差 分 布 互相 比较 ,下 面 对 另 一 测 区 的 421 个 三 角形 内 角 和 的 HAR 
差 按 上 述 方法 进行 统计 ,其 结果 列 于 表 2-2 中。 
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表 2-2 中 所 列 的 421 个 真 误 差 ,尽管 其 观测 条 件 不 同 于 表 2-1 ВЕНА IB JK a рр 
看 出 ; 愈 接近 于 零 的 误差 区 间 ,误差 出 现 的 频率 愈 大 , 随 着 离 零 僵 来 愈 远 ,误差 出 现 频 率 亦 逐 渐 
递 碱 , 且 出 现在 正 负 误 差 区 间 内 的 频率 基本 上 相等 -因而 , 表 2-2 的 误差 分 布 情况 与 表 2-1 内 
误差 分 布 的 情况 具有 相同 的 性 质 。 


%2-2 
误 美的 区 间 | AAMI 加 А ЖЕЙН | 
” + uo, 频率 vu/ а 个 数 o, 频率 un шет | 备注 

0.00 — 0.20 40 0.095 0.475 37 0.088 0.440 | dA = 0.20"; 
0.20 — 0.40 34 0.081 0.450 36 0.085 0.425 =. aj z 
0.40 ~ 0.60 31 0.074 0.370 29 0.069 0.345 | 端 值 的 误差 
0.60 ~ 0.80 25 0,059 0.295 27 0.064 0.20 | ЖАЙ 
0.80 — 1.00 20 0.048 0.240 18 0.043 0.215 内 。 
1.00-- 1.20 16 0.038 0.190 17 0.040 0.200 

1.20 — 1.40 14 0.033 0.165 13 0.031 0.155 

1.40 — 1.60 9 0.021 0.105 10 0.024 0.120 

1.60 — 1.80 7 0.017 0.085 | 8 0.019 0.095 

1.80 — 2.00 5 0.012 0.060 `: 7 0.017 0.085 

2.00 ~ 2.20 6 0.014 9.070 4 0.009 0.045 
2.20 ~ 2.40 2 0.005 0.025 3 0.007 0.035 
2.40 — 2.60 1 0.002 0.010 2 

2.60 以 上 0 0 0 0 


> 0.499 

а А, ETRA ERREA 
ЖА ЖЕК, ЖЕГИ ЖЯ] ИЕ ЖЖ ЖЕК „ИП, С E 
ла [у KU АМК ГК aj РЫ 5:25 th Hl 


шеп 


的 频率 除 以 区 间 的 间隔 值 , 即 - a 《此 处 间隔 值 均 
取 为 dA = 0.20)。 分 别 根据 表 2-1 和 表 2-2 中 的 数 
据 绘制 出 图 2-1 和 图 2-2。 可 见 , 此 时 图 中 每 一 误差 
区 间 上 的 长 方 条 面积 就 代表 误差 出 现在 该 区 间 内 g 12708 сод 0 10.4108 +12 +16 
的 频率 .例如 ,图 2-1 中 画 有 斜 线 的 长 方 条 面积 ,就 
是 代表 误差 出 现在 0.00” ~ 0,207 区 间 内 的 频率 
0.128。 通常 称 这 样 的 图 为 直方 图 , 它 形象 地 表示 
了 误差 的 分 布 情况 。 

由 此 可 知 ,在 相同 观测 条 件 下 所 得 到 的 一 组 独立 的 观测 误差 ,只 要 误差 的 总 个 数 п EE 
大 ,那么 出 现在 各 区 间 内 误差 的 频率 就 会 稳定 在 某 一 常数 (理论 频率 ) 附近 , 面 且 当 观 测 个 数 
会 多 时 ,稳定 的 程度 也 就 愈 大 。 例 如 ,就 表 2-1 的 一 组 误差 而 言 , 在 观测 条 件 不 变 的 情况 下 ,如 


图 2-1 
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—2.4 —2.0 -1,6-1.2-0.8 -04 0 +0.4+0.8 +1.2+1.6 +2.0 +2.4 


Ш 2-2 


果 再 继续 观 浏 更 多 的 三 角形 , 则 可 预见 , 随 着 观测 的 个 数 傅 来 愈 多 ,误差 出 现在 各 区 间 内 的 频 
Ж ЖЛЕ Б И ЛЕ ШАК ЖОЛУ, п 一 co 时 ,各 频率 也 就 趋 于 一 个 完全 确定 的 数值 ,这 就 是 
误差 出 现在 各 区 亲 的 概率 .这 就 是 说 ,在 一 定 的 观测 条 件 下 ,对 应 着 一 种 确定 的 误差 分 布 。 

在 王 一 上 的 情况 下 ,由 于 误差 出 现 的 频率 已 趋 于 
完全 稳定 ,如 果 此 时 把 误差 区 间 问 隅 无 限 缩小 , 则 可 想 
象 到 ,图 2-1 及 图 2-2 中 省 长 方 条 项 边 所 形成 的 折线 将 (D) 
分 别 变 成 如 图 2-3 所 示 的 两 条 光滑 的 曲线 -这 种 册 线 也 
就 是 误差 的 概率 分 布 曲线 , 或 称 为 误差 分 布 曲线 。 表 (H) 
2-1, 2-2 УПНН pR: ЗЕ ПОЗИ ЛЕЛЕР. БЕЯ п 的 逐渐 
ЖЕК, A E25 TAHIRI НЕЕ ЖА e 2= ИЕ 
分 布 为 其 经 验 分 布 , 当 nn 一 % 时 ,经 验 分 布 的 极限 称 为 
误差 的 理论 分 布 。 误 差 的 理论 分 布 是 多 种 多 样 的 ,但 是 
根据 概率 论 的 中 心 航 限定 理 , 大 多 数 测量 误差 服从 正 态 
分 布 , 因 而 通常 将 正 态 分 布 看 做 偶然 误差 的 理论 分 布 。 在 以 后 的 讨论 中 ,都 是 以 正 态 分 布 作为 
措 述 偶然 误差 分 布 的 数学 模型 ,这 不 仅 可 以 带 来 工作 上 的 便利 ,而 且 基 本 上 也 是 符合 实际 情况 
的 。 

通过 以 上 讨论 ,我 们 还 可 以 进一步 用 概率 的 术语 来 概括 偶然 误差 的 几 个 特性 : 

(1) 在 一 定 的 观测 条 件 下 ,误差 的 绝对 值 有 一 定 的 限 值 ,或 者 说 ,超出 一 定 限 值 的 误差 ,其 
ш Ж Ж 5; 

(2) 绝对 值 较 小 的 误差 比 绝对 值 较 太 的 误差 出 现 的 概率 大 ; 

(3) 绝对 值 相等 的 正 负 误差 出 现 的 概率 相同 ; 

(4) 偶然 误差 的 数学 期 望 为 零 

Е(А)=0 或 Ш 15, = 0 (2-2-4) 


H- 


即 偶然 误差 的 理论 平均 值 为 鹤 , 这 个 特性 可 由 第 三 特性 导出 。 
对 于 一 系列 的 观测 而 言 ,不 论 其 观测 条 件 是 好 是 差 , 也 不 论 是 对 同一 个 量 还 是 对 不 同 的 量 
进行 观测 , 只 要 这 些 观测 是 在 相同 的 条 件 下 独立 进行 的 , 则 所 产生 的 一 组 偶然 误差 必然 都 具有 
上 述 的 四 个 特性 。 
图 2.1 和 图 2-2 中 各 长 方 条 的 纵 学 标 为 和“ 各 ,其 面积 即 为 误差 出 现在 该 区 间 内 的 频率 。 如 
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果 将 这 个 问题 提 到 理论 上 来 讨论 , 则 以 理论 分 布 取代 经 验 分 布 { 图 2.3) ,此 时 ,图 2-1 和 图 2-2 
中 各 长 方 条 的 纵 坐 标 就 是 入 的 密度 函数 f(A) ,而 长 方 条 的 面积 为 f(A}dA, 即 代表 误差 出 现在 
该 区 间 内 的 概率 , 即 


P(A) = /(A)dA (2-2-5) 
假设 误差 服从 正 态 分 布 , 则 可 写 出 A 的 概率 密度 式 为 
= іст 

Жа) 72 2 (2-2-6) 


式 中 ,go 为 中 误差 中。 当 上 式 中 的 参数 o ЕЕ, BD BJ mH БТР ВОТ ЗЕ ЖІ SR НР 
Е(А) = 0, PTER RRE АБ BERA 0 ДЕН АЯН ЭРАК о ЖБМ, ША ВУ Н 
布 曲线 的 形状 将 发 生变 化 ,例如 ,图 2-3 中 就 是 表示 不 相等 时 的 两 条 曲线 .由 上 述 讨论 可 知 ， 
通常 认为 偶然 误差 六 是 服从 N(0,c) 分 布 的 随机 变量 。 


$2-3 衡量 精度 的 指标 


测量 平 差 的 主要 任务 之 一 ,就 是 评定 测量 成 果 的 精度 。 为 了 并 述 精度 的 含义 , 先 分 析 上 节 
中 的 两 个 实例 ,图 2-1 和 图 2-2 分 别 是 在 不 同 的 观测 条 件 下 所 测 得 的 两 组 误差 的 括 率 分 布 图 
(直方 图 ) ,图 中 每 个 长 方 条 的 面积 就 是 误差 出 现 于 该 区 间 内 的 频率 。 频 率 的 大 小 见 表 2-1 R N 
2.2 中 的 数值 ,不 难 理解 ,如 果 将 表 2-1 th 0.007 ~ – 0.207” 和 0.00” ~+ 0.20” 这 两 个 区 间 的 频 
率 相 如 , 即 得 区 间 — 0.207 — + 0.20” 内 的 频率 为 0.254。 如 果 按 此 法 进行 累计 , 则 知 谋 差 出 现 于 
—-0.60° ~+ 0.60” 区 间 内 的 频率 为 0.665。 这 就 是 说 ,在 表 2-1 的 这 组 误差 中 ,出 现 于 区 间 
-0.60 —+0.60 以 内 的 误 莽 占 误 差 总 数 的 66.5% ,而 出 现在 这 一 区 间 以 外 的 误差 , 即 绝对 值 
大 于 0.6 的 误差 ,其 频率 为 1 一 0.665 = 0.335, 即 占 误差 总 数 的 33.5% 。 如 果 对 表 2-2 的 那 组 
误差 也 如 此 票 计 , 即 知 出 现在 - 0.607 一 + 0.607 区 间 内 的 频率 为 0.492, 而 出 现 于 这 一 区 间 以 
外 的 频率 为 1 — 0.492 = 0.508。 这 就 是 说 ,出 现 于 -0.60 一 +0.60" 这 一 区 间 之 内 和 区 间 之 外 
的 误差 ,各 占 误 差 总 数 的 49.2% 和 50.8%. 

上 述 数 字 说 明 , 表 2-1 中 的 误差 更 集中 于 零 的 附近 ,因此 可 以 说 这 一 组 误差 分 布 得 较为 密 
集 ,或 者 说 它 的 离散 度 小 。 相 对 而 童 , 可 以 说 表 2-2 中 的 误差 分 布 得 较为 离散 或 者 说 它 的 离散 
度 大 。 

从 直方 图 来 看 ,误差 分 布 较为 密集 的 图 2-1, 甚 图 形 在 纵 轴 附近 的 顶峰 则 较 高 , 且 由 各 长 
方 条 所 构成 的 阶梯 比较 陡峭 ,而 误差 分 布 较为 分 散 的 图 2-2 ,在 纵 轴 附 近 的 项 峰 则 较 低 , 且 其 
阶梯 较为 平缓 .这 个 性 质 间 样 反映 在 误 盖 分 布 昌 线 (图 2-3) 的 形态 上 , 即 误差 分 布 曲线 { 工 ) 较 
高 而 栈 峭 ,误差 分 布 曲 线 ( L) 则 较 低 而 平缓 。 

在 一 定 的 观测 条 件 下 进行 的 一 组 观测 , 它 对 应 着 一 种 确定 的 误差 分 布 。 不 难 理解 ,如 果 分 
布 较 为 密集 , 即 离散 度 较 小 时 , 则 表示 该 组 观测 质量 较 好 ,也 就 是 说 ,这 一 组 观测 精度 较 高 ; 反 
之 ,如 果 分 布 较为 离散 , 即 离散 度 较 大 时 , 则 表示 该 组 观测 质量 较 差 , 也 就 是 说 ,这 一 组 观测 精 
度 较 低 。 


D 在 数理 统计 学 中 ,一 般 称 a 为 标准 差 (Srandard Deviation}) ,而 在 测 导 工作 中 , 则 称 为 中 误差 ,因此 ,在 
本 书 的 以 后 章节 中 ,只 称 о 为 中 误差 。 
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因此 ,所 请 精度 ,就 是 指 误 差分 布 的 党 集 或 离散 的 程度 aB gk ДЕЗЕ ИРДЕ PF Bg АХ E BBN R 
观测 成 果 的 误差 分 布 相同 , 便 是 两 组 观测 成 果 的 精度 相同 ;反之 , 若 误 差分 布 不 同 , 则 精度 也 就 
* 

在 相同 的 观测 条 件 下 所 进行 的 一 组 观测 ,由 于 它们 对 应 着 同一 种 误差 分 布 ,因此 ,对 于 这 
一 组 中 的 每 一 个 观测 值 , 都 称 为 是 同 精度 观测 值 .例如 , 表 2-1 中 所 列 的 358 个 观测 结果 是 在 
相同 观测 条 件 王 测 得 的 ,各 个 结果 的 真 误差 彼此 并 不 相等 ,有 的 甚至 相差 很 大 (例如 有 的 出 现 
于 0.00 一 + 0.20 区 间 , 有 的 出 现 于 1.40” 一 1.607 KA) ,但 是 ,由 于 它们 所 对 应 的 误差 分 布 
相同 ,因此 ,这 些 结果 彼此 是 同 精度 的 。 

将 上 节 表 2-1 及 表 2-2 中 的 数值 相 比 较 可 知 , 表 2-2 中 的 误差 分 布 比 表 2-1 中 的 误差 分 布 
较为 离散 ,因此 , 表 2-2 中 的 421 个 观测 值 , 共 精度 多 低 于 表 2-1 中 的 观测 值 。 

为 了 衡量 观测 值 的 精度 高 低 ,当然 可 以 按 上 节 的 方法 ,把 在 一 组 相同 条 件 下 得 到 的 误差 ， 
用 组 成 误差 分 布 委 .绘制 直方 图 或 送出 误差 分 布 曲线 的 方法 来 比较 。 伍 在 实际 工作 中 ,这 样 做 
比较 麻 烦 ,有 时 其 至 很 困难 ,而 且 人 们 还 需要 对 精度 有 一 个 数字 概念 。 这 种 具体 的 数字 应 该 能 
够 反映 误差 分 布 的 密集 或 离散 的 程度 , 即 上 应 能 够 反映 其 离散 度 的 大 小 ,因此 称 它 为 衡量 精度 的 
指标 。 

衡量 精度 的 指标 有 很 多 种 ,下 面 介 绍 几 种 常用 的 精度 指标 。 


一 方差 和 中 误 姜 
设 有 随机 变量 X ,其 数学 期 望 为 E(X) .方差 为 D(X) = o%, 方 差 的 定义 为 


oa = D(X) = Е[(Х-Е(Х))?] = [x - Е(Х))?/(=)ах (2-3-1) 


误差 A 的 概率 密度 函数 为 (2-2-6) 式 , 式 中 o 是 误差 分 布 的 方差 ,因为 E(A) = 0, 故 按 
(2-3-1) 方差 定义 式 有 


02 = DA) = E(N) = [ruya (2-3-2) 
而 < 就 是 中 误差 
s = /Е(А?) (2-3-3) 
s ERES. 


KAA еды Ж ЖБ КЛ НЕ о ЯУ, НЕВЕН a AK ШЕЯ УЗЕ, 
Ека ВНЛ, ПЛ ШШ ТИЛЕЙ Хы = E(X) +о,Е(Х) 为 变量 X 的 数 
学 期 望 。 对 于 偶然 误差 而 言 ,由 于 其 数学 期 望 EA) = 0. В ТЕБЕН E. BJ) ERA 

Аң =т= (2-3-4) 

由 此 可 见 ,a 的 大 小 可 以 反映 精度 的 高 低 。 故 常用 中 误差 = 作为 衡量 精度 的 指标 。 

如 果 在 相同 的 条 件 下 得 到 了 一 组 独立 的 观测 误差 ,可 由 式 (2-3-2) ,并 根据 定 积分 的 定义 
ЗІҢ 

02 = D(A) = Е(М) = [алаам 


n 2 
АА 
а? = а УХ = 

ае ті n 


Вр 


> 


а? = D(A) = F(A2) = lim 二 一 
一 (2-3-5) 


根据 (2-3-5) 式 的 第 一 式 或 (2-3-2) 式 定义 的 方差 ,是 真 误差 平方 ( 心 ) 的 数学 期 望 , 也 就 
是 会 的 理论 平均 值 . 在 分 布 律 已 知 的 情况 下 , 它 是 一 个 确定 的 常数 。 或 者 说 ,(2-3-5) 式 中 的 方 


А | A 
ЗЕ о? MPRE o, 分 别 是 三 一 和 — 的 极限 值 ,它们 都 基 理 论 上 的 数值 .但 是 ,实际 上 驶 


测 个 数 a 总 是 有 限 的 ,由 有 限 个 观测 值 的 真 误差 只 能 求 得 方差 和 中 澡 差 的 估 ( 计 ) (8.2732 о? 
和 中 误差 e 的 估 值 将 用 符号 5 和 z RRO, R 


(2-3-6) 


这 就 是 根据 一 组 等 精度 真 误差 计算 方差 和 中 误差 信 什 的 基本 公式 。 

顺便 指出 ,由 于 分 别 采用 了 不 同 的 符号 以 区 分 方差 和 中 误差 的 理论 值 和 居 值 ,因此 在 本 书 
以 后 的 文字 叙述 中 ,在 不 需要 特别 强调 * 佑 值 ” 意义 的 情况 下 ,也 将 “中 误差 的 佑 值 ”简称 为 “中 
ій”. 

二 ,平均 误差 


在 一 定 的 观测 条 件 下 一 组 独立 的 偶然 误 盖 的 绝对 值 的 数学 期 望 称 为 平均 误差 。 设 以 9 ж 
示 平 均 误 差 则 有 


a= Е(|А|) = ІН || Fa)dA， (2-3-7) 
同样 ,如果 在 相同 条 件 下 得 到 了 一 组 独立 的 观测 误差 ,上 式 也 可 写 为 
Dial 
0 = lim = (2-3-8) 
即 平均 误差 是 一 组 独立 的 偶然 误差 绝对 值 的 算术 平均 值 之 极限 值 。 


因为 


Ф 在 测 全 中 ,中 误差 党 用 ы 表示 ,其 知 值 为 m EB m Bo, 与 5 意义 相同 ,本 书 统一 采用 符号 = 和 za。 
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1 


+ 
9 


в = Е(|д|) = (|а| aaaf л ЛАА 


„Эта 
z 
2222 (7 -А _ 2а А; 
= 72 ( ade 24) = 221 е 2° lo 
所 以 有 
в = | 2 0.79790 + (2-3-9) 
л 5 
- 
s= 29 ss 1.2530 == 22 (2-3-10) 


上 式 是 平均 误差 和 与 中 误差 e 的 理论 关系 式 ,由 此 式 可 以 看 到 ,不 同 大 小 的 8, 对 应 着 不 同 
的 o, 也 就 对 应 着 不 同 的 误差 分 布 曲线 。 因 此 ,也 可 以 用 平均 误差 9 作为 衡量 精度 的 指标 。 
由 于 观测 值 的 个 数 总 是 一 个 有 限 值 ,因此 在 实用 上 也 只 能 用 8 的 估 值 来 衡量 精度 ,并 用 
д ло 的 由 值 , 但 仍 简称 为 平均 误差 - 则 
Е 


9 -- (2-3-11) 


n 


三 .或 然 误差 
随机 变量 ХАБ (а, b) 内 的 概率 为 
Pla < X< b) = [raya 


对 于 偶然 误差 A 来 说 ,误差 АЁ АПАН} (а,Ь) 的 概率 为 


Pla < A< 0) = ШЕР: (2-3-12) 
或 然 误 差 p 的 定义 是 :误差 出 现在 (- о. + р) 2 ЖР 1/2, Вр 
ШІ - + (2-3-13) 
-FP 


如 图 2-4 所 示 ,图 中 的 误差 分 布 曲线 与 横 轴 所 包 国 的 面 
积 为 1, 则 在 曲线 下 (~ р, + p) 加 的 面积 为 1 “2。 
将 A 的 概率 密度 代 人 (2-3-13) 式 , 并 作 变 量 代 换 ， 


令 


全 = РА = st dÀ = ай? 
则 得 


р 22 
F 


to pio 5 _ 1 

[wa = 2)" 755% dr = 5 
由 概率 积分 表 可 查 得 , 当 概 率 为 1⁄2 时 , 积分 限 为 图 2-4 
0.6745, 即 得 


p œ 0.67450 == 


(2-3-14) 
g == 1.4826р == 
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上 式 是 或 然 误差 o 与 中 误差 s 的 理论 关系 .由 此 式 也 可 以 看 到 ,不 同 的 p 也 对 应 着 不 同 的 
МЕРЕ, НИ, АЕ o 也 可 以 作为 衡量 精度 的 指标 。 

在 实用 上 ,因为 观测 值 个 数 = 是 有 限 值 , 因 此 也 具 能 得 到 pp 的 估 值 ,但 仍 简称 为 或 然 误 差 。 
它 是 这 样 求 得 的 :将 在 相同 观测 条 件 下 得 到 的 -: 组 误差 , 按 绝对 值 的 大 小 排列 , 当 ? 为 奇数 时 ， 
取 位 于 中 间 的 一 个 误差 值 作为 bp; 涩 为 侦 数 时 , 则 取 中 间 两 个 误差 值 的 平均 值 作为 p。 在 实用 
上 ,通常 都 是 先 求 出 中 误差 的 全 值 ,然后 按 (2-3-14) 式 求 出 或 然 误差 о, 

例 2-1 为 了 比较 两 架 经 纬 仪 的 观测 精度 ,分 别 对 同一 角度 各 进行 了 ЗО 次 观测 ,其 观测 
结果 列 于 表 2-3 中 。 该 角 已 天 先 用 精密 经 纬 仪 测定 ,其 值 为 76"42'18.0 。 由 于 此 值 的 精度 远 远 
高 于 上 述 两 架 经 纬 仪 的 观测 精度 , 故 将 它 看 成 是 该 角 的 真 值 。 试 计算 这 两 架 经 纬 仪 的 中 误差 、 
平均 误差 和 或 然 误差 。 

根据 表 2-3 的 数据 可 算得 : 


с = 30 = 0.93 
a = 22 1.46°,8, = 2452 = 0.81” 


рі-1-367,0 = 0.8” 

上 列 p 值 是 按 定义 求 出 的 。 在 计算 时 ,对 精度 指标 值 ,通常 取 2 — 3 个 有 效 数 字 ,数值 后 写 上 单 
位 。 从 上 列 结果 可 见 , 用 第 一 加 经 纬 仪 观测 的 观 I 值 的 中 误差 .平均 误差 和 或 然 误 差 , 均 相 应 地 
大 于 用 第 二 架 经 纬 仪 观测 的 观测 值 的 中 误差 ,平均 误差 和 或 然 误差 ,所 以 后 者 的 精度 高 于 前 
者 。 

中 误差 .平均 误差 和 或 然 误 差 都 可 以 作为 衡量 精度 的 指标 。 在 实用 上 ,由 于 ”是 有 限 值 , 故 
只 能 分 别 求 得 它们 的 估 值 ,与 理论 值 有 一 定 的 差异 ,> 愈 大 ,这 一 差异 愈 小 ,也 就 愈 能 反映 观测 
精度 。 如 果 п 很 小 , 求 出 来 的 估 值 是 不 可 靠 的 。 

由 于 当 不 大 时 ,中 误差 比 平均 误差 能 更 灵敏 地 反映 大 的 真 误差 的 影响 , 河 时 ,在 计算 或 
然 误 差 时 往往 是 先 算出 中 误差 ,因此 ,世界 各 国 在 实用 上 通常 都 是 采用 中 误差 作为 精度 指标 ， 
我 国 也 统一 采用 中 误差 作为 衡量 精度 的 指标 。 


表 2.3 
ГЕСТТІГ | FORZAR 
aS INEL A К 观测 值 上 s | x 
1 7642117. ~ 0.8 0.64 76°42'19.5' + 1.5 2.25 
2 19.5 + 1.5 2.25 19.0 + 1.0 1.00 
3 19.2 + 1.2 1.44 18.8 +0.8 0.64 
4 16.5 = 1.5 2.25 16.9 = 1.1 1.21 
5 19.6 + 1.5 2.56 18.6 + 0.6 0.36 
6 16.4 — 1.6 2.56 19.1 + 1.1 1.21 
7 15.5 — 2.5 6.25 18.2 + 0.2 0.04 
8 19.9 + 19 1 3.61 _ 17.7 -0.3 | 0.09 
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ше %-жаңыу HERH 
A А | 观测 值 L A A 
9 19.2 +12 | 144 17.5 -0.5 0.25 
10 16.8 -1.2 1.44 18.6 +0.6 0.36 
11 15.0 -3.0 9.00 16.0 -2.0 4.00 
12 16.9 -1.1 1.21 17.3 -0.7 0.49 
13 16.6 -1.4 1.96 17.2 - 0.8 0.64 
14 20.4 +2.4 5.76 16.8 -1.2 1.44 
15 16.3 -1.7 2.89 18.8 %0.8 0.64 
16 16.7 -1.3 1.69 17.7 -0.3 0.09 
17 16.0 -2.0 4.00 18.6 +0.6 0.36 
18 15.5 -2.5 6.25 18.8 + 0.8 0.64 
19 19.1 кіл 1.21 17.7 -0.3 0.09 
20 18.8 +0.8 0.64 17.1 - 0.9 0.81 
21 18.7 +0.7 0.49 16.9 -1.1 1.21 
22 19.2 +12 1-44 17.6 -0.4 0.16 
23 17.5 -0.5 0.25 17.0 -1.0 1.00 
24 16.7 -1.3 1.69 17.5 -0.5 0.25 
25 19.0 +1.0 1.00 18.2 +0.2 0.04 
26 16.8 -1.2 1.44 18.3 +0.3 0.09 
27 19.3 +13 1.69 19.8 + 1.8 3.24 
28 20.0 + 2.0 4.00 18.6 “0.6 0.36 
29 17.4 -0.6 0.36 16.9 -1.1 1.21 
30 16.2 -1.8 3.24 16.7 -1.3 1.69 
У! 43.9 74.65 24.4 25.86 

四 、 极 限 误差 


中 误差 不 是 代表 个 别 误差 的 大 小 ,而 是 代表 误差 分 布 的 离散 度 的 太 小 ,由 中 谋 商 的 定义 式 
(2-3-5) 可 知 , 它 是 代表 一 组 同 精 度 观 测 误差 平方 的 平均 值 的 平方 根 极 限 值 ,中 误差 愈 小, Вр 
表示 在 该 组 观测 中 ,绝对 值 较 小 的 误差 愈 密 。 按 正 态 分 布 的 {2-1-5) 式 ,在 大 量 同 精度 观测 的 
一 组 误差 中 ,误差 落 在 (- о, + c),(- 20, +2c) 和 (- 30, + Зо) 的 概率 分 别 为 

P(- a < Á < + a) = 68.3% 

P(-2o < А < + 26) ШІ (2-3-15) 

P(— 3 < А <+ 36) = 99.7% 
ЖАНА, ВУНЕ K РИТА ЗЕ, НН ЖЕЖ 31.7%, МЕНЕЕ ТІКЕ 
的 偶然 误差 出 现 的 概率 为 4.5% ,特别 是 绝对 值 大 于 三 倍 中 误差 的 偶然 误差 出 现 的 概率 仅 有 
0.3% ,这 已 经 是 概率 接近 于 零 的 小 概率 事件 .或 考 说 这 是 实际 上 的 不 可 能 事件 ,因此 ,通常 纪 
三 倍 中 误差 作为 偶然 误差 的 极限 值 A 由 ,并 称 为 极限 误差 。 即 


` 
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Ag = 56 (2-3-16) 
实践 中 ,也 有 采用 2c 作为 极限 误差 的 。 

在 测量 工作 中 ,如果 某 误差 超过 了 极限 误 卷 , 那 就 可 以 认为 它 是 错误 ,相应 的 观测 值 应 合 
去 不 用 。 

(2-3-15) TAWI E , 称 为 轻信 概率 ,这 个 概率 表达 式 表示 在 一 定 的 置信 概率 下 ,中 误 
差 与 其 真 误 盖 的 关系 式 。 虽 然 任 何 观测 值 或 平 冀 绪 果 的 真 误差 是 未 知 的 ,但 (2-3-15) 式 给 出 
了 由 中 误差 估计 其 真 误差 的 概率 区 间 , 例如 在 兽 信 概率 为 95.5% HW, ARE A 将 在 区 间 
(-22,22) 之 内 。 也 就 是 说 计算 某 基 的 中 误 善 ,在 一 定 的 置信 概率 下 ,还 可 对 其 真 误差 作出 区 
间 估 计 , 这 是 保证 工程 质量 的 一 个 重要 的 定量 信息 .因此 ,中 误 善 既 代表 误差 分 布 的 离散 度 大 
小 ,又 可 对 其 实 误 差 作出 区 间 信 计 , 这 是 精度 指标 中 误差 完整 的 统计 意义 。 

Ж.Н 

对 于 某 些 观测 结果 ,有 上 时 单 靠 中 误 善 还 不 能 完全 表达 观测 结果 的 好 坏 。 例 如 ,分 别 丈 量 了 
1000m 及 80m HABES ,观测 值 的 中 误 善 均 为 2em, 虽 然 两 者 的 中 误差 相同 ,但 就 单位 长 度 
而 言 ,两 者 精度 并 不 相同 。 显 然 前 者 的 相对 精度 比 后 者 要 高 。 此 时 , 须 采 用 另 一 种 办 法 来 衡量 精 
度 , 通 常 采 用 相对 中 误差 , 它 基 中 谋 差 与 观测 值 之 比如 上 述 两 段 距离 ,前 者 的 相对 中 误差 为 


1 1 
540000” Ша! 3558609 


相对 中 误差 是 个 无 名 数 , 在 测量 中 一 般 将 分 子 化 为 1,601; 表示 。 
对 于 真 误差 与 极限 误差 ,有 时 也 用 相对 误差 来 表示 。 例 如 ,经 纬 侈 导线 测量 时 ,规范 中 所 规 


定 的 相对 闭合 差 不 能 超过 了 上, 它 就 是 相对 极限 误差, 而 在 实测 中 所 产生 的 相对 邹 全 差 , 则 是 


根 对 真 误差 。 
与 相对 误差 相对 应 , 真 误差 .中 误差 ,极限 误差 等 均 称 为 绝对 误差 。 


52-4 精度、 准确 度 与 精确 度 


一 、 精 度 


精度 是 指 误差 分 布 的 密集 或 离散 的 程度 。 由 中 误差 定义 式 知 ,精度 也 表示 各 观测 结果 与 其 
数学 期 望 的 接近 程度 。 当 观测 仅 舍 俩 然 误 差 时 ,其 数学 期 望 就 是 真 值 ,在 这 种 情况 下 ,精度 措 述 
观测 列 与 真 值 米 近 程度 ,可 以 说 它 表征 观测 结果 的 侦 然 误差 大 小 程度 ,是 衡量 偶然 误差 大 小 程 
度 的 指标 。 

精 谋 的 概念 也 可 用 于 多 维 分 布 , 对 于 多 维 随机 变量 , 即 随和 } 和 疝 量 的 精度 指标 是 随机 向 量 的 
方差 - ӘКЕ (2-1-8). 

1. 协 方差 的 定义 和 概念 

设 有 观测 值 MY, X 关于 YY 的 协 方差 定义 为 

axy = E[(X ~ E(X))XY - E(Y))1 (2-4-1) 
式 中 
E(X)- X = Ax E(Y)- Y = Ay 
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HATA X MY 的 真 误差 ,于 是 (2-4-1) 式 可 简写 成 
аху = ElAxAy] = E[AyAx] = eyx (2-4-2) 

ШАН X 关于 了 的 协 方差 与 Y 关于 X 的 协 方差 相等 。 

5 Y = X HF,(2-4-1) 式 为 

sx = су = ERX - E(X)Y] = ElAX] 

这 就 是 (2-3-1) 式 所 定义 的 头 或 了 的 方差 < 可见 , 协 方差 的 定义 式 (2-4-1) 包含 了 方差 的 定义 
式 (2-3-1), 所 以 有 时 也 可 称 ox 为 X ТХ 的 协 方差 。 

ЖО-4-1) 和 (2-4-2) 两 式 可 以 署 出 , 协 方 差 是 用 数学 期 望 来 定义 的 。 设 A, 是 观测 值 .x; 的 
真 误差 ,A, 是 观测 值 w 的 真 误差 ,而 协 方差 s,, 则 是 这 两 种 真 误差 所 有 可 能 取 值 的 乘积 的 理论 
平均 值 , 即 


У (д, A) 
бу = lim —— = lim — (A,A, + A,A, t +A, Ду) (2.4-3) 
因 实用 上 z 总 是 有 限 值 ,所 以 也 只 能 求 得 它 的 估 值 , 记 为 
DAA) 
2, = — (2-4-4) 


Y ХҮ ВОГ, = 0 时 ,表示 这 两 个 观测 值 的 误差 之 间 互 不 影响 ,或 者 说 ,它们 的 误差 是 
不 相关 的 ,并 称 这 些 观 测 值 为 不 相关 的 观测 值 ;如 果 o,, = 0, 则 表示 它们 的 误差 是 相关 的 , 称 
这 些 观测 值 为 相关 驶 测 值 .由 于 本 书 假 设 观 洲 值 各 观测 误 状 均 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,而 
对 于 正 态 分 布 的 随机 变量 而 言 ,“ 不 相关 ”与 “独立 ” 其 等 价 的 ,所 以 把 不 相关 观测 值 也 称 为 独 
立 观测 值 ,同样 把 相关 观测 值 也 称 为 不 独立 观测 值 .因此 ,在 无 须 强调 “不 独立 ”与 “相关 ”两 者 
差别 的 情况 下 ,本 书 就 不 再 严 加 区 分 了 。 

在 测量 工作 中 ,直接 测 得 的 方差 ,距离 .第 度 等 一 般 都 是 独立 观测 值 ,而 独立 观测 值 的 各 个 
函数 之 间 一 般 是 不 独立 的 , 即 它们 是 相关 观测 值 。 例 如 在 作 前 方 交会 时 ,观测 的 角度 之 间 是 不 
相关 的 ,但 由 此 算得 的 坐标 增 量 Ах ,Ay 因 共 同 包含 相同 的 角度 观测 误差 ,所 以 一 般 Az 和 Ay 
是 相关 的 ,raray >< 0. 

2. 观测 向 量 的 精度 指标 一 一 协 方差 阵 

设 有 观测 向 量 Х = т, ло, 7, КУЗЕ (2-1-8) 式 , 即 


2 ma 
бі, бух, дуз, | 
Тү x а? `". бы Еч т 
Da = | 1 s = ЕЦХ-ЕСОХХ- E(X))"] (2-4-5) 
с 7 а?. 


式 中 
E(X) = [Е(ХЏ) E(X) E(X, 1 


(2-4-5) 式 是 观测 向 量 协 方差 阵 的 定义 式 。 其 主 对 角 线 上 的 元 索 分 别 是 各 观测 值 X, 的 方差 
в% , 非 主 对 角 线 上 的 元 束 a, 则 为 观测 值 x, 关于 x; 的 协 方差 ,其 定义 式 为 (2-4-1) Ж. 
协 方差 阵 Da 是 观测 向 量 X 的 精度 指标 , 它 不 仅 给 出 了 各 观测 值 的 方差 ,而 且 还 给 出 了 其 
19 


F ИИИЙ Н А9 py 25 БН ЭС ЖЕ BE , 
当 X ИЕ 2 a| 5 ОНИ З ІН 0 98728 о,, = 0, 此 时 Dxx 为 对 角 阵 , 即 为 各 


独立 观测 值 精度 指标 的 集合 。 
3. 互 协 方 差 阵 
如 果 有 两 组 观测 向 量 X 和 六 ,它们 的 数学 期 望 分 别 为 E(X) MEY) Æ 
4214 
miril Y 
则 Z 的 方差 阵 Dzz 为 
да De] 
Dz = | 
= |w Ру] 


其 中 Dxx 各 Dyy 分 别 为 X # Y 的 协 方差 阵 ,而 


бу, Фу; 7 бту, 
а, Ty ür, 
Dy = |" ” > (2-4-6) 
0: al буу, бау, 
且 有 
Dxy = ЕХ - рҮ - шү } = D ie (2-4-7) 


# Dxy 为 观测 值 启 量 蕊 关于 了 的 互 协 方 差 阵 ,特别 地 , 当 站 和 YY 的 维 数 n = r= ТЕС X, 
y 都 是 一 个 观测 值 ), 互 协 方差 阵 就 是 X XJ Y НИЈЕ, 

# Dxy = О.Х 与 了 是 相互 独立 的 观测 向 量 。 

互 协 方差 阵 (2-4-6) 或 (2-4-7) 式 是 表征 两 组 观测 值 问 两 两 观测 值 相 关 程 度 的 指标 。 


Z ERE 


准确 度 又 名 准 度 , 是 指 随机 变量 X ААХ 与 其 数学 期 望 E(X) 之 差 , 即 
e= X - Е(Х) (2-4-8) 
MEO 的 真 误差 ,这 是 存在 系统 误差 的 情况 。 因 此 ,准确 度 表征 了 观 满 结果 系 统 误差 大 小 的 
程度 。 当 不 存在 系统 误差 时 ,E(X) = Х.Ше-0. 
衡量 系统 误差 大 小 程度 的 指标 是 准确 上 嵌 。 


三 .精确 度 


精确 度 是 精度 和 准确 度 的 合成 ,是 指 观 测 结果 与 其 真 值 的 接近 程度 ,包括 观测 结果 与 其 数 
学 期 望 接近 程度 和 数学 期 望 与 其 真 值 的 偏差 。 因 此 ,精确 度 反 映 了 偶然 误差 和 系统 误差 联合 影 
响 的 大 小 程度 。 当 不 存在 系统 误差 时 ,精确 度 就 是 精度 ,精确 度 是 一 个 全 面 征 量 观 测 质量 的 指 
标 。 

精确 度 的 衡量 指标 为 均 方 误差 ,也 是 高 斯 提出 的 。 设 观测 值 为 X, 均 方 误差 的 定义 为 

MSE(X) = E(X- X) (2-4-9) 
ш = F(X) 时 , 均 方 误差 即 为 方差 。 
将 (2-4-9) 式 改写 为 
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MSE(X) = ЕГ(Х- E(X)) + (E(X) - ХОР 
= E(X -~ Е(Х))? + Е(Е(Х). XY + 2E[(X - Е(Х)У(Е(х)- X)] 
因为 
Е[((Х-Е(Х))(Е(Х)-Х)} = (E(X)- X)E(X - E(X)) 
= (E(X)- X)XE(X)- E(X)) = 0 
故 上 式 为 
MSE(X) = ох + (E(X) ~ XY (2-4-10) 
即 X 的 均 方 误差 等 于 X 的 偶然 方差 加 上 偏差 的 平方 。 
关于 数学 期 望 的 运算 规则 见 第 三 章 53-1, 
对 于 随机 向 量 六, 则 其 均 方 误差 的 定义 为 
МЅЕ(Х) = EL(X — X)'!(X - X)] (2-4-11) 


52-5 测量 不 确定 度 


在 计量 .电工 .物理 .化 学 等 测量 技术 领域 以 及 GIS 空 间 数 据 处 理 中 ,测量 数据 的 质量 评定 
还 采用 了 不 确定 度 这 个 指标 。 

测量 数据 的 不 确定 性 ,是 指 一 种 广 广 的 误差 , 它 既 包含 偶然 误差 ,又 包含 系统 误差 和 粗 盖 ， 
也 和 包 舍 数 值 上 和 概念 上 的 误差 以 及 可 度 基 和 不 可 上 度量 的 误差 ,不 确定 性 的 含义 很 广 ,数据 误差 
的 随机 性 和 数据 概念 上 的 不 完整 性 及 模糊 性 ,都 可 视 为 不 确定 性 问题 。 

测量 误差 理论 仅 讨 论 数 值 上 可 度量 的 误差 ,而 这 也 是 不 确定 性 问题 所 研究 的 主要 对 象 , 其 
数据 处 理 也 是 基于 测量 误差 理论 。 

不 确定 度 是 度量 不 确定 性 的 一 种 指标 ,不 论 测量 数据 服从 正 态 分 布 还 是 非 正 态 分 布 ,衡量 
不 确定 性 的 基本 尺度 仍 是 中 误差 s ,并 称 为 慰 准 不 确定 度 。 

设 被 观测 量 的 真 值 是 党 ,观测 量 为 X , 真 误差 Ax = 苹 一 到 , 则 多 的 不 确定 度 定义 为 Ax 绝 
对 值 的 一 个 上 界 , 即 


U = зир Ax і (2-5-1) 
эм д, 主要 是 系统 误差 影响 ,表现 为 单 向 误差 时 , 则 不 确定 度 定 义 为 Ax 的 上 .下 界 , 即 
AU (2-5-2) 


由 于 U 值 一 般 难以 准确 给 出 ,为 此 要 借助 于 统计 概率 。 当 Ax 的 概率 分 布 已 知 时 , 则 与 以 
上 两 式 相 应 ,不 确定 度 在 给 定 轩 信和 概率 疡 下 可 由 下 式 计算 : 
PtlAx | 0) = р (2-5-3) 
РОЛ < Ax 0) = р (2-5-4) 
即 在 一 定 的 置信 概率 p 下 ,对 不 确定 度 进 行 估计 。 
例如 ,Ax ERREA ЖАП, Бр = 95.5% , 则 有 概率 式 
РО Ax |<2 26) = 95.5% (2-5-5) 
Ж U = 20,0 AX Ах) 的 中 误差 ,(2-5-5) 式 与 (2-3-15) ЖФ ХА, U 
就 是 偶然 误差 Ax 的 最 大 误差 限 。 这 是 特例 ,内 为 Ax 可 以 包含 各 种 系统 误差 。 
不 确定 度 评定 的 关键 是 要 已 知 А, 的 概率 分 布 。 如 果 Ау 的 概率 分 布 已 知 ,由 = 可 按 
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(2-5-3) 式 或 (2-5-4) AFEA E E ЭР al A AE BE ЕЛІ SL S ИГИ), RR 
法 侣 理 地 去 估计 不 确定 庶 。 
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Өле ” 协 方差 传播 律 及 权 


在 实际 工作 中 ,往往 会 轴 到 某 些 量 的 大 小 并 不 是 直接 测定 的 ,而 是 由 观测 值 通过 一 定 的 函 

数 关 系 间 接 计算 出 来 的 , 即 常常 遇 到 的 某 些 量 是 观测 值 的 函数 这 类 例子 很 多 ,例如 ,在 一 个 三 

MEP ,观测 了 三 个 内 角 Llall ЙА Есе 和 将 闭合 善 平 均 分 配 之 后 所 得 的 各 角 平 差 值 
H Lila L, AR 

w = 180°- (L, + L; + Ls). 


L, = L, = Фе {т = 1,2,3) 


丸 如 ,在 侧 方 交会 中 (如 图 3-1), 已 知 A.B 两 点 的 坐标 
хлхуд Ж уң ;它们 之 间 的 距离 为 So ,坐标 方位 角 为 ао, i Ж 
会 的 观测 角 Llo 通过 以 下 公式 求 充 会 点 的 坐标 : 


sinl, 
0 sinL; 


RAC = Go (180° 一 Li - г.) 


жє = Xa + SactosCGac 


Sac = Š 


Ус = Уд + Sacsinmac 

ЕЕ Hi pk b AAE: ЖИ (8 Н9 РЕ ЖП Тт с ЖЕ БУ W {ИПИ rh u ЖЕ сін ЕТЕ ОЛЕН Ж 
PAA PRETA ЕЛГЕН Л ЖУРЕ, РИ ЕП РЫН ЖТИ ТІЗЕ p pha 
Важен, ар ЖР ЗЕ 3 65 2: АР ГИ ЭЕ {ЕЕ 

Жай УЗЕНЕН ЯП РИНЕ MO ЕЛДЕ, ЕТЕ ЕНЕ ВОТ A 
的 凡 个 典型 应 用 说 明 其 计算 步骤 。 介 绍 平 益 理 论 中 的 权 、 权 阵 、 协 因数 . 协 因 数 隆 等 芋 要 概念 ， 
导出 协 因数 阵 的 传播 律 , 介 绍 测量 数据 仔 理 中 常用 的 由 观测 秆 函数 的 真 误差 估计 中 误差 的 方 
法 。 最 后 讨论 当 观 测 值 间 时 存在 偶然 误差 和 系统 误差 时 如 何 评定 其 综合 误差 的 方差 问题 。 


53-1 数学 期 望 的 传播 


在 处 理 带 有 偶然 误差 的 观测 列 时 ,是 用 数学 期 望 袁 示 其 真 值 的 数学 期 望 的 定义 是 


E(X) = | zf(z)dz (3-1-1) 
已 知 随机 变量 的 数学 期 望 求 其 西数 的 数学 期 望 , 称 为 数学 期 望 的 传播 ,下 面 给 出 数学 期 望 传播 
的 几 个 运算 公式 。 
1. 设 C 为 一 常数 , 则 
Et) =C (3-1-2) 


这 一 性 质 是 很 明显 的 , 即 任意 常数 的 理论 平均 值 仍 为 该 常数 本 身 。 
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2. 设 C 为 一 常数 ,X 为 一 随机 变量 , 则 


E(CX) = CE(X) 
因为 


(3-1-3) 
Е(СХ) = (саха - cf ауаз = CE(X) 
3. 设 有 随机 变量 ХҮ, Д 


E(X+ Y) = F(X) + Е(Ү) 


(3-1-4) 
因为 


E(X + Y) = КЕ + y)f(z,y)dxdy 


(“а я х.у)ау]ӣх + ИЄ ТИК х,у)ах]ау 


= ІШЕДІ % [лода 
= Е(Х) + Ё(Ү) 
ЖЄ хужа, ЖЫҚ ЕГ < Wr 
E(X i+ Ka+ + X.) = E(X,) + E(X;) + + E(X,) 
4. 若 随 机 变量 X. Y 相互 独立 , 则 


E(X,Y) = E(X)E(Y) 


H 


(3-1-5) 
(3-1-6) 


E(X,Y) = ШЕСІ - [лса wfaly)dy = Е(Х)Е(Ү) 
推广 之 ,如 有 随机 变量 区 ,Xa ,… ,和 ,两 两 相互 独立 , 则 有 
E(X, Xart X.) = ECX JEX) E(X,) 


(3-1-7) 
以 上 数学 期 望 传 播 公式 在 以 后 的 公式 推导 中 常 要 用 到 。 
53-2 ” 协 方差 传播 律 
一 观测 值 线 性 亢 数 的 方差 
设 有 观测 值 X, 其 数学 期 望 为 wx, 协 方差 阵 为 Dxx I 
X, Ны, Е(Х,) 
X; 
x= а |" ЕШ ЕН 
Xx, Ее ЕСХ,) 
с, {3-2-1) 
of бо бі, 
бл а? аҙ, 
Dxx = E[(X - их)(Х - их} ] = |. : 
Tal Ga а? 


ЖФ о; 28 X, 的 方差 ,ai AX: УХ; 的 协 方差 ,又 设 有 X ЕТЕР У 
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Z = KX + ko (3-2-2) 
RP: 


和 ko 为 常数 。(3-2-2) 式 的 纯 量 形式 为 
Z= b,X, 二 Ra 十 二 二 
现在 来 求 Z AŽ Dzz。 对 (3-2-2) 式 取 数学 期 望 ,得 
E(Z) = E(KX + ko) = КЕ(Х) + ko = Kgy + ko (3-2-3) 
根据 方差 的 定 尽 可 知 ,Z 的 方差 为 
Ра = а = E| (Z - E(Z))XZ - E(Z))'] 
(3-2-2) 和 (3-2-3) RRALLE. 4 
Dzz = 65 = ЕГККХ- Kay XKX - Kex) l 


н 


E[K(X — ax)(X - az) КТ] 
KE[(X — ax)(X ~ ay) JKT 


Ii 


所 以 
Daz = 05 = КОК (3-2-4) 
11 
Ж L ЛЕЯ с, t$ 
Dzz = оў = 101-8045 + Ка, + 2418202 + 241436) + 
11 
+ 281,01, + DEI Rn ln (3-2-5) 


当 向 量 中 的 各 分 量 导 0 = 1,2,5, н) 黄 两 独立 时 ,它们 之 间 的 协 方差 5, = 007 323) e 
时 上 式 为 
Ри = в} = kiai + аз ++ + kios (3-2-6) 
ЖШ (3-2-4) .(3-2-5) 和 (3-2-6) 诸 式 称 为 协 方差 传播 律 。 其 中 (3-2-6) Ж) (3-2-5) 
式 的 一 个 特例 。 
例 3-1 在 1: 500 的 地 图 上 , 量 得 某 两 点 问 的 距离 d = 23.4mm,d 的 量 测 中 误差 oj = 
0.2mm, 求 该 两 点 实地 距离 S 及 其 中 误差 os。 
解 : 5 = 5004 = 500 x 23.4 = 11700mm = 11.7m 
оў = 50025 
gs = 500 ау = 500 х 0.2 = 100mm = 0.1 
最 后 写成 
S = 11.7m + 0.1m 
13-2 X AIMM La La la ВОВ 


х= Шр +L. $ La, 


7 7 
已 知 1.1.3.1 的 中 误差 оу = imm, ø = 2mm 及 cs = lmm, K AAI ФЗ oyo 
м. ”因为 Lib La 是 独立 观测 值 ,所 以 按 (3-2.6) 式 得 


2 Н 2 2 
е (5) 902) 49 0-7) я 


_ 1 + 16 _ 
= 45 х9" 49 Х4+49 х1 = 95 
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сү — 0.9mm 
83-5 REMH A 上 (如 图 3-2) Е Z ABC = a, 设 无 误差 ， 
而 观测 角 8, 和 记 的 中 误差 为 cl = c, = 1.47, БӘЖ сь = 
- 1(#?),5ЖЖ > 的 中 误差。 
解 : 因 


z=a-A-pB=[-1 НЕ 


> 


则 
T1 au] _ 1,% 711 
—1 1.96 


2|т 
Өй бу] 


ж +1) = ss Щ (3-2-4) 式 得 


ЕРЕТІН 


=[- 0.96 - 0.9611 J- 1.92 


所 以 
= 1.4“ 


r 


本 题 如 按 (3-2-5) 式 解 算 , 则 为 
а2 = (- 12 x 1.96 + (—- 12 x ].96 +2(— 1)(— 1) x (— 1) = 1.92 


所 以 同样 有 в, = 1.4 
二 ,多 个 观测 值 线性 函数 的 协 方 差 阵 


ЕБ ОЛИ 羡 , 它 的 数学 期 望 их 与 方差 阵 Dxx 如 (3-2-1) 式 , 若 有 X 的 :个 线性 函数 
Z, = АХ, + BX; + ° + R. X, + kio 


Z, = ka Xi + ЕХ) +t + koX, T ka (3.2.7) 
Z, = Ху + ba X; t+ + ËR, X, + ko 
Т 688 Z Zoo Z В ЗЕГЕ [ПЕ] Н) B re 
# 
Zi) Еп Ер "U Èis Еш 
Z, 1 “Ең Яр С” Ë, Еш 
Ш(3-2-7) ЖҖ uj 9 
Z = KX + Ko (3-2-8) 
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也 就 是 要 求 Z 的 协 方 差 阵 Dzz。 
因为 Z 的 数学 期 望 为 
E(Z) = Е(КХ + Ko) = Кру + К, (3-2-9) 
所 以 Z ЮВЕ 
Ра = E[(Z - Е(2)Х2- E(2Z))!] 
= ЕГ(КХ- Кеу)(КХ — Қау) | 
= КЕГХ- АООХ- px) IKT 
即 得 到 
Dzz = K Dxx K7 (3-2-10) 
可 以 看 到 , 上 式 与 (3-2-4) 式 在 形式 上 和 完全 相同 , EAA B) ЖЛЕ ЖЕБЕ. ЛДЕ 
(3-2-4) 式 中 的 Dzz E — ARE ARK 25,11(3-2-10) RY Dzz Ж& ALI (8 БЕ ЖОНУУ 
差 阵 ,因而 (3-2-4) 式 只 是 (43-2-10) 式 的 一 种 特殊 情况 .所 以 (3-2-10) 式 是 协 方差 传播 律 的 一 
般 公 式 。 
设 男 外 还 有 X Hr БЛЕЯ 
Y, = Ху fa Xy + + fiXa + fo 
Y; = АХ) t faXat T fy Ka t Ро 


(3-2-11) 
Y, - ДХ + fa Xa + + + Р..Х, + ЕЕ 
Ew 
Yı fa fa С“ fis Ла 
у = уз ‚оре (уш Ра С” > Еу = fm 
Y, М fo 1 Fon fa 
则 (3-2-11) 式 可 写 为 
Y = FX + Е (3-2-12) 
Y 的 数学 期 望 为 
E(Y) = Fay + Fy (3-2-13) 
由 (3-2-10) 式 可 知 ,Y 的 协 方 差 阵 为 
Dyy = FDyx FT (3-2-14) 
下 面 再 来 求 Y 关于 Z BB Tr Edy ЖГ Оуу, 
根据 互 协 方差 阵 的 定义 可 知 
Dyz = E[(Y - E(Y))(Z - Е(2))7) 
将 (3-2-127 (3-2-13) Ж(3-2-8),(3-2-0) АЖА EK 18 
Dyz = E[(FX - Fey) EX - Қау 
= FE[(X -p(X - мӘТІКТ 
所 以 
Буу = Е Рух KT (3-2-15) 


27 


这 就 是 由 X BS ЖЕРЕБЕ ТЕ НМ ЖҮ 和 的 互 协 方差 阵 的 公式 。 

习惯 上 ,将 描述 观测 值 X 的 协 方 莹 阵 Dxx 与 观测 值 函 数 Z HADER Р, 以 及 两 组 函数 
Y 和 2 的 互 协 方 差 阵 之 间 关 系 的 公式 (3-2-4)、(3-2-10) 和 (3-2-15) 都 称 为 协 方 差 传 揪 律 。 

因为 

Dyz = Пі. 
所 以 
Оу = (FDyxK D)" = K Dxx FY 

ШЖ Y = 2, 则 (3-2-15) 式 就 变 为 (3-2-10) 式 ,所 以 (3-2-10) 式 也 可 以 看 做 (3-2-15) 4 
的 一 种 特殊 情况 。 

3-4 设 在 一 个 三 角形 中 , 同 精度 独立 观测 得 到 三 个 内 角 1, „1. La APRES оо 
求 将 三 角形 了 拷 台 差 平均 分 配 后 的 各 和 角 Liba ba 的 协 方 差 阵 。 

Ж: 三 角形 闭合 差 由 下 式 计算 

W = L, + L. + L- 180° 

m L i. L, L, 为 


Lis 1-0 = $L, Li, +L, + 60° 
з= [2 TW = TL + 21. +L. + 60° 
L= 12-19 = Tia 1а + $ Ls + 60' 
所 以 
L, [23-14 - 1/3) 四 А 
L = |Ë, |= 1-1⁄3 2⁄3 143 |115 |+ |60 
с [з - 1⁄3 12 Ls a 
及 
з o 0) 
Di = |0 о? 0 
0 0 а 


应 用 (3-2-10) RE L 协 方差 阵 为 

2/3 -1/3 = 151152 0 01T243 -13 -13 
-1/3 2/3 -130 62 014|-1/3 243 зя 
-13 -13 203010 0 411-123 -1⁄3 2⁄4 


Drr = 


= 1/32 2/3062 -1/30 
= 1302 ~ 1/30? 2/30? 
АЕ ARDEREA A L. PRAHA., MELA th 28 F Ж 
_ 1/4362, Br ph SRE ЗЕ 9/2730 < o, 所 以 分 配 闭 合 差 后 的 上 ;其 精度 高 于 
观测 值 Lio 
如 果 在 实际 计算 中 ,并 不 要求 计算 所 有 Li 的 中 误 将 以 及 它们 之 间 的 协 方 差 , 而 只 要 计算 
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2/3952 – 1/30? И 


ЖТ шл. Ж, 例如 只 要 计算 L. 的 中 误 益 和 L X L, 的 协 方差 , 则 由 {3-2-10) RA 


(3-2-15) RT 5 H 
Dit, = ka Dyki 


De t, = Ra Dirki 


由 上 例 可 知 
[1 2 _ 1] 
b= | 3 3 31 
-f.d _1 21 
һ-| 3 3 3] 
所 以 
о 0 0 2 
- [|` |_ l 2 _1 _ 
a}, = Diz, = | 3 3 3 | 0 — 0 | а 
0 11-143 
Ж 
2 
GL = /ze 
而 
с? 0 0][-1/3 
1 1 2 А 
0 0 021-143 
13-5 RERA 


Z = FIX + FY 
ri panl reel 


(3-2-16) 


已 知 Х ЖҮ 的 协 方 差 阵 Dxy 和 Dyy , X ATY 的 互 协 方 差 阵 为 Dxy, 求 Z 的 方差 阵 Dzz Я12 


X X Ë Y 的 互 协 方差 阵 站 xx 和 Dyy。 
м. 将 {3-2-16) ЖЕ 
x 
2 = [Ё, в | 
则 由 协 方 差 传 播 律 (3-2-10) RE 


| Рух ЮухулЁү 
Dzz = [Fi ғ, | 


Бух Dyyi HE 


由 此 得 
Dzz = қ DyxF1 + Е, D< F£ + Fo Dyxt T + Е,ГууЕІ 


而 X.、Y 可 写 为 
x x 
X = [1 [у], Y = [0 1% 
根据 协 方 差 传 播 律 (3-2-15) 式 得 


Dzx = (Е; к] 


(3-2-17) 


(3-2-18) 
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руу D 
Dy = [ F, rjf хх XY ІН 


Dyx Dyy I 
因此 
Dzx = FiDxv + Ғ,Бух 
Dzy = FiDxy + FyDyyj (3-2-19) 
є Dxy = Dx =0 时 , 则 (3-2-17) ЯҢ3-2-18) 式 变 为 
Dzz = FiDxxF} + FsDyyF21 


Dzx = Ех ! (3-2-20) 
Dzy = F;Dyy | 
由 (3-2-16) 式 得 出 (3-2-17) 式 ,由 (3-2-16) 式 和 (3-2-18) 式 得 出 (3-2-19) 式 ,其 中 有 了 明 
显 的 计算 规律 ,要 注意 掌握 。 


三 、 非 线性 函数 的 情况 
设 有 观测 值 x HJ E Е ра 
Z = /(X) (3-2-21) 
或 写 为 
Z= (X I. X... X.) (3-2-22) 
EA X 的 协 方差 阵 Der WOR Z 的 方差 Dzz。 
假定 观测 值 x 有 近似 值 X? 
X° = [X] X} e хп 
则 可 将 函数 式 (3-2-22) 按 台 劳 级 数 在 点 XX), X 处 展开 为 
д 
Z = fCXY X < 9) + (Жос - x) + 
(22) 0 - X2) + + (эх), (x, - Хо) + (二 次 以 上 项 ) {3-2-23) 


(а) 是 画 数 对 各 个 变量 所 取 的 偏 号 数 ,并 以 近似 信 x° 代 人 所 算得 的 数值 ,它们 都 是 
ido 
常数 , 当 Xe 与 X 非常 接近 时 ,上 式 中 二 次 以 上 各 项 很 微小 , 故 可 以 略 去 。 因 此 ,可 将 上 式 写 为 
а 9 ау = í 2 
= (зу; X + (эх), (а) хы хе = x а) 


ісі 


(3-2-24) 
ж 
_ ... шата (э) Ба | 
K=[|k k k. ] = (Б) аХ;}, IX, la 
= д 
ы= ух хі 9) = (р) x: (3-2-25) 
i ila 
则 
Z = k Xi + kxX, + * + ÈX, + А = KX + ko (3-2-26) 


_ 这 样 , 就 将 非 线 性 函数 式 (3-2-22) 化 成 了 线性 函数 式 (3-2-26) , 它 与 线性 函数 式 (3-2-2) 完全 
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相同 , 故 可 以 按 (3-2-4) 式 求 得 Z BAË Dy 为 
Dzz = КРууК? (3-2-27) 
如 果 令 
dX, = Х,- ХО (í = 1,2,.. n) 
dX = (dX; dX, © ах! (3-2-28) 
dZ = Z- Z =Z- }(Х],Х%, e XD 
则 (3-2-24) 式 可 写 为 


-- (ӨР (2% а Ра - А 
dZ = (53 ха + (255 „ах, ++ (22 ах. = Ках (3-2-29) 


易 知 , Бо ЧЕ Е ВА (3-2-22) 式 的 全 微分 ,因为 根据 (3-2-26) 式 应 用 协 方差 传播 律 
(3-2-4) 式 求 Dz 时 ,只 要 求知 道 式 中 的 系数 阵 K ,所 以 ,为 了 求 非 线性 落 数 的 方差 ,只 要 对 它 
先 求全 微分 将 非 线性 函数 化 成 线性 函数 形式 .再 按 协 方差 传播 律 就 可 求 得 该 函数 的 方差 。 
如 果 有 г “ЕЯ RA 
Z = Л.Х, Хы ех.) 
23 = ККЕ 


Z, = (Ху, Хус, Xy) | 
将 : 个 函数 求全 微分 得 
dZ, = (22) dX, + (ы) dX, t>o 十 (22) ах 
42 = БИ t (552) ax сет Бяс! (3-2-31) 
dZ, = (ох | аху + (әх; ax + (э | ах, 
Жап 
Z, dZ, 
, | А 
Z= |р |, 
2, dZ, 
(ж), б, 05), 
е, бе), баш 
а) (әх, U СОЯ) 
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则 有 


а? = Ках 


亦 可 按 (3-2-10) rok Z 的 协 方差 阵 


同样 , 若 还 有 函数 
іш 
Y, 
H 
ys | dY 
Y, 
则 有 有 


Юу, = KDyxK T 


(3-2-10) 和 人 3-2-15) 式 可 得 到 


例 3-6 


ЕН = уут Tem, 


HE = Xi = icm, 


2 
Ү= (у y)”, Dyy = f 


2 
X= (=, ж), Охх = | 


周 3.3 为 一 块 土地 面积 按 比 例 尺 的 放样 ， 
图 中 全 部 内 着 均 已 知 为 直 前 ,给 定数 据 为 

ВС = у» = 2em 

СЕ = x; = Зет 


Y, 一 Р.Х; No, ‚Х„)) 
Ү = POG, Xa, X) 
Y, = F,( X. Xa l 
(ж), | 
ах 
КАШИ 
a| Бе) | 
， | Е = ЭХ, 0 
КИЕ 
өх» 
dY = Рах 
Dyy = M 
Dyz = F DexK 


) | ( mn ) 


17 
2 (өшу?) 


1 


Оуу = 0 


РОР АВЕС 的 面积 Z 及 其 方差 。 
解 : 
对 Z 全 微分 得 


dZ = (ур = уз) (Яху + da.) + (тү зо) (н - дуу) 


令 dz = (dz + drz}, dy = (дур — dyz) HERA 
dZ = {у, - өділ + (x, + z,)dy 
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Z = (y, — у) rita) = 20(cm2) 


(3-2-33) 


(3-2-34) 


(3-2-35) 


(3-2 36) 


(3-2-37) 


(3-2-38) 


按 协 方 赣 传 播 律 (3-2-4) 式 得 工 的 方 益 为 
05 = (уу-у! а + (xi + x) т, 


式 中 顾及 Dxy = 0。 其 中 


最 后 得 
az = (у уз) os tol +20, ,) + (zi + a (oy + оу — 20,,»,) 
= 25(0.02 + 0.02 + 0.02) + 16(0.02 + 0.02 – 0.02) 
= 1.8202 
sz = 1. Зет 
83-2 REZA АВС(Ш 3-4) ФН 1л. 
La La HAARAF E aA ЇЙ 78 
L, = 401030 
L, = 50705720 
Із- 89442107 
按 例 3-4 的 方法 求 得 它们 的 协 方差 阵 为 


6 -3 .3 
Оц, = Е б -3| (4у.ЖУ) 
-3 -3 6. 
已 知 边 长 S, = 1500.000m( 832) 186 Ж 5,.5, 的 长 度 和 它们 的 协 方差 阵 Dss。 
g: HE 5,,5, 可 按 下 式 计算 
їп д 0. 6451244 


Š, = 5у эш» = 1500.00 x 0 0090804 = 967.697m 
_ < sini; _ 0.7670407 _ 
S, = 54 sini, ~ 1500.00 x O 9999854 一 1150. 573m 
ЖТЖ ы ARE, TH LEARI Ее iA A ЗЕ РЕЖЕП А Ж, PERE, 
本 题解 算 用 对 数 形式 较为 简便 。 
现 对 函数 式 取 自 然 对 数 , 得 
Іп5, = 1255 + In зш. - ln sinb 
InS, = InSo + ln sinL, - Ја білі; 
对 上 式 取 全 微分 得 
48, со, созу, 
S эшл! sinb, “` 
dS, соѕЁ |. сов.» 
5, зш 72 өші) 7? 
或 为 
dS, = S.cotL dÍ, — 5со 345 
4%, = S, coa Ladla - S,cotL заѓ з 
写成 矩阵 形式 
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ған, 
аі, 
ар; 
按 (3-2-10) 式 就 可 得 到 Dss ,但 在 代 和 人 数值 时 必须 注意 ,上 式 中 的 dL; 是 以 弧度 为 单位 
的 , 当 所 给 的 角度 中 误差 (或 方差 、 协 方差 ) 是 度 分 秒 单 位 系统 时 , 则 应 除 以 об 27,0 = 
180° ҺЕН ЕРЕН ЖАЙТЫ ру 是 以 秒 ? 为 单位 的 , 故 有 
i 1146 0 -| 73 5 
| | 


г1146 0 
7 006 х 109100 962 -5 © 962 


1146 0 
1 6888 — 3462 -— 3426 a 
| | 0 96024п 


45, SucotL 1 Ü ~ Scotl, 
as- las- | | 


45, 0 Scoth, - Scotl, 


Dss 


= (206x10) l-2871 5787 -2916 


| 1.86 7077), А 
-0.77 1.9 
所 以 S, #15, 的 中 误差 和 协 方差 分 别 为 


Gs = 1 .36cm 


бз, = 1.15cm 


dss, = - 0.77ст? 
通过 本 例 可 以 看 出 : 
1. 有 些 函 数 可 以 先 取 对 数 再 求全 微分 匀 为 方便 ; 


2. s|] 的 数值 是 用 х 的 近似 信 代 入 后 算出 的 ; 
И 


3. 用 数值 代入 计算 时 ,应 注意 各 项 的 单位 机 统一 。 

根据 以 上 非 线性 函数 的 协 方差 的 计算 过 程 , 可 以 总 结 出 应 用 协 方差 传播 律 的 计算 规则 为 : 
1. 按 要 求 写 出 函数 式 , 如 Z = AX Xet X.) (іс 1,2,55,4); 

2. 对 函数 式 求全 微分 ,得 


az= (jeans aha ot Ghe atan 
3. 将 微分 关系 写成 矩阵 形式 
aZ = ках 
其 中 
ару әл 1 1 
| 
47 = 94 ‚ K= (2%), (GE), (52), 
dZ, 
Ga h 7 05), 
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4. 应 用 协 方 益 传播 律 (3.2-4)、 (3-2-10) 或 (3-2-15) 式 求 方差 或 协 方差 阵 。 

按 最 小 二 乘法 进行 平 差 ,其 主要 内 容 之 一 是 评定 精 庶 , 即 评定 观测 值 及 观测 值 函 数 的 精 
度 。 协 方差 传播 律 正 是 用 来 求 观 浏 值 函 数 的 中 误差 和 协 方差 的 基本 公式 ,在 以 后 有 关 平 差 计算 
的 几 章 中 ,都 是 以 协 方差 传播 律 为 基础 ,分 别 推导 适用 于 不 同 平 差 方法 的 精度 计算 公式 的 。 


53-5 协 方差 传播 律 的 应 用 


一 \ 水 准 测量 的 精度 


经 六 个 测 站 测定 4、B 两 水 准点 间 的 高 差 ,其 中 第 :站 的 观测 高 差 为 请, 则 A.B 两 水 准点 
间 的 总 高 差 h.p 为 
hag = hy hy + -+ hy (3-3-1) 
设 各 测 站 观测 高 差 是 精度 相同 的 独立 观测 值 ,其 方差 均 为 o 弘 , 则 可 由 协 方差 传播 律 (3-2-5) 
式 并 顾及 a; = 0(:5)),ЖЇЧФ han 的 方差 a ， 为 


2 2 2 2 2 
= + .. + = N. 
Q has бы + du + бң Ае 


由 此 得 中 误差 о, 为 
Thy T v Non (3-3-2) 
ЕК КЕ ЕКЕ Ер ЗА НЕ БС ,前 后 两 测 站 加 的 距离 s 大 致 相等 , 设 A、B AKERA S, M 
测 站 数 N = SA, 代 人 上 式 得 
бір TET (3-3-3) 


ШЖ S = lkm,s 以 km 为 单位 , 则 一 公里 的 测 站 数 为 
1 


s 


алт = (оа (3-3-4) 


所 以 , 趾 离 为 S 公里 的 A、B B ОЖ кр ЕМЕЛ 
бар = Song (3-3-5) 
(3-3-2) 和 (3-3-5) 两 式 是 水 准 测量 中 计算 高 差 中 误差 的 基本 公式 。 由 (3-3-2) 式 可 知 , 当 
各 测 站 高 差 的 观测 精度 站 同时 ,水 准 测量 高 差 的 中 误差 与 测 站 的 平方 禄 成 正比 ;由 (3-3-5) 式 
可 知 , 当 各 测 站 的 距离 大 致 相等 时 ,水 准 测量 高 差 的 中 误差 与 距离 的 平方 根 成 正比 。 


Маш = 
而 一 公里 观测 高 差 的 中 误差 即 为 


二 、 同 精度 独立 观测 值 的 算术 平均 值 的 精度 
设 对 某 量 以 同 精 度 独立 观测 了 N 次 ,得 观测 值 Li Lat Ln, 它们 的 中 误差 均等 于 z。 则 
N 个 观测 值 的 算术 平均 值 z 为 
-上 Ул, = h + аж + м (3-3-6) 


出 协 方差 传播 律 知 , 平 均值 x 的 方差 为 
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2_ 1 2, l 3 1 _ 1 
s, = Ni” + 2° + + 0° ] 22 
或 中 误差 为 
1 
с, = 7 3-3-7 
N 3-3-7) 


即 N 个 同 精 度 独 立 观测 值 的 算术 平均 值 的 中 误差 等 于 各 观测 值 的 中 误差 除 以 wN 。 
三 .若干 独立 误差 芍 联 合影 响 


测量 工作 中 经 常会 遇 到 这 种 情况 : 一 个 观测 结果 同 

时 受到 许多 独立 误差 的 联合 影响 ,例如 照 准 误差 读数 误 

Ж ,目标 篇 心 误差 和 仪器 偏心 误差 对 济 角 芍 影 响 , 在 这 种 

情况 下 ,观测 结果 的 真 误差 是 各 个 独立 误 美 的 代数 和 , 即 
Az = 和 + 和 二 二 

由 于 这 里 的 真 误差 是 相互 独立 的 ,各 种 误 益 的 出 现 都 是 

ЭЩ ТЕК СЕЛ.) 的 ,因而 也 可 由 (3-2.5) AHK о, = 

002523) 得 出 它们 之 间 的 方差 关系 式 o 

2 


в? = 51 + 5 ++ бұ (3-3-8) 图 3-5 


即 观测 结果 的 方差 < STA УИ ХАННЫ УЗЕ УП. 
、 实 会 定点 的 精度 


B] 3-5 表示 用 同方 交会 法 测定 点 P 的 位 置 , 图 中 A, 
B 为 已 知 点 。 边 长 So 和 坐标 方位 角 ao 认为 是 没有 误差 的 , 设 独立 观测 值 为 工 和 工 ;, 它 们 的 中 
误差 均 为 a。 交会 点 卫 的 坐标 (x ,y) 由 以 下 公式 计算 


~ 


ып, 
S = 5 зш}, 
ас ау” (180° - Li - L.) (3-3-9) 
z = TA t 5со»@ 


у = ya + Ssina 


式 中 ,S ЖАВ 边 的 边 长 ,a 为 它 的 方位 角 。 
为 了 求 得 交会 点 P В) (х,у) 的 中 误差 和 协 方 差 , 可 以 先 求 边 长 S 和 方位 前 = 的 方差 
和 协 方 差 。 为 此 ,由 (3-3-9) 式 中 的 第 一 、 二 式 求全 微分 可 得 
cosL, dla sin Lacos’ La dL; 
sinb: р ° 51; p 


dL dL 
= Seot, = - Seotl,y — 
p Р 


48 = Š, 


da = ай; + dL 
即 得 


(3-3-10) 


所 以 S.a 的 协 方差 陈 为 


| _ үшы - Zeol, | A ГА 
L 0 alj 8 
-3 一 一 1 
е 


в? (3-3-11) 


З (co Li + co L.) Э (сол - colla) 
о” Р 
Slok, = си) 2 


Hp 


a 
2 5- 5 а 3) 
аз = (аму + cot haja? | 


(3-3-12) 


a 


сё = 2g" 


4 
! 


5 
ез, = —(cotl., = сойы) а? 


ЖШ (3-3-9) 式 的 第 三 ЛАН ЖЛЕ 


dz = созай5 - Ssine da 
р 

. da 

dy = sine dS + Scosa 2 


上 式 写 为 
(соза - Suina 
pi -| ° [15] (3-3-13) 


ауЈ |. 5 
кпе cos 
р 


it P 点 坐标 (zx,y) BHIA у 


S. 1 
2 соза — sic | г 2 cosa sina 
в: dzy _ Е бс бо 
7 2 5. 5 
6,5 - = 810 p 954 


| 5 
яла —crose 
. б 


将 (3-3-11) ЖКА ЕЖ, 8 8 


28. 52. 
o$, = (сос аб% = тр 529059045 + Fsm aot | 
2 2 2 . 2 520? 
= [cose (co L, + co L) — sn2a (сокр сос.) + 28іл?а | — 
e 
25 5° 
вз, = 人 + p 819400847, + “сов aaz) 
P 
‚ ‚у (3-3-44) 
= [sinte leoh] + сог) + sin2a (cot L, — cot L;) + 2соға ] ~ 
e 
. 5 8/03 ©» 2. | 
аы = | cosasinas? + в (00% а — sin абы 一 asinacosaae | 
1536 2 
2) + созда (ем — cot L „Ет 


= | T sin2a (сө? L, + coÚ L; 
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在 测量 工作 中 ,常用 点 位 方差 来 衡量 交会 点 的 精度 ,点 位 方 盖 等 于 该 点 在 两 个 互相 牌 直方 
向 上 的 方差 之 和 ,因此 ,交会 点 的 点 位 方差 为 
ab = о + а? (3-3-15) 


将 (3-3-14) 式 代 人 上 式 ,可 得 
съ = Эл (өй, + eo L, + 2) (3-3-16) 
另外 ,图 3-5 中 交会 点 在 AP ЕШҚАН, MECHERO 
cz 称 为 模 向 方差 。 横 向 方差 о, 是 由 AP 边 的 坐标 方位 角 a 的 方差 o2 引起 的 ,由 图 3-5 可 知 


_ s, 2 Sto? 


2 2 
gb = oh + а! = 05 + 74 (3-3-17) 
将 (3-3-12) 式 的 结果 代入 上 式 , 也 得 
2 2 
0 = Š 2 (co L, + co L; + 2) 
Р 
Р 点 点 位 中 误差 为 
ар = S V God, + соё + 230 (3-3-18) 
五 .GIS л, 298) М 
Bix, у) 
图 3-6 rh, 设 已 知 直线 两 端点 数字 化 坐标 为 Alr, 
у) B(xz,y2) ,其 协 方差 阵 为 P(x y) 
а бу, бі; 5ы»,| Si 
беу, 25, бут, бууу, Абу у) 
D = 2 
б», дут, Tz, EA 
буу, буу, Tah ву, J 
3-6 
试 求 在 AB 直线 上 AP = S, 的 已 点 坐标 (z,y) 及 其 内 方差 图 
阵 。 
由 图 3-6 ЖІ 
5 
r= zı +t Azap = 21% 2 Сез - 211) =- ri)zi + күл) 
< (3-3-19) 
y = уу + Аудр = У + с O> = у) = (1 - т) у + гуу; 
式 中 ,比例 数 n = ЕВР ЖӘНЕ 
52 = (1 — ЖЫ + rids, +2(1- ri)ri6; z, 
а = (1 - г)%в%, + ғ105, +2(1- ка) губу у, (3-3-20) 


2 
біу ш а 7 rY ay у + а 7 ғ1)ғ16, s, + (1 т ri)riSz,y, + г1б=,у, 
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上 就 是 计算 直线 АВ 上 任意 点 的 坐标 及 其 方差 . 协 方差 的 一 般 公式 。 
六 时间 观测 序列 平滑 平均 值 的 方差 


设 有 等 时 间 间 隔 观测 序章 
Xis Katta Xia Ao Х.Х, 
为 对 序列 进行 平滑 ,到 三 点 请 动 , 其 平均 们 为 
X; = HX + X, I + X;) 


Xt X, + Xn) 


Хил = Lex, +X + Xa) 


已 知 观测 序列 为 等 精度 独立 观测 序列 ,各 观测 全 中 误差 为 o WFE а, = 0( ARRAN 
动 平均 值 的 方差 及 它们 之 间 的 协 方差。 


其 函数 式 为 
X;-2 
7Х;-1 13 1⁄3 1/3 0 0 1|Х:-1 
X= X |= |0 13 13 13 0 | iX, 
Ху! t0 0 1/3 1/93 1431, 
х, 
由 协 方差 传播 律 得 
1 0 0 0 0][п 0 O 
1 1 1 00 отоо 0; 1 Q 
Dz = 10 11 ojejo o1 o oll 1 ij$ 
0 11 12 10 00101011 
0 0 0 0 1]0 0 1 
3 2 1 
- 工 |2 3 2|2 
9 
1 2 3 
亦 即 
ГТ 
2% 7 9% “ бұ 9 3 
2 1 
бу Хх = ХХ. = 24. бу х 1 = 9” 


53-4 ЖУЖАН M J 


R $2.3 所 述 ,一 定 的 观测 条 件 就 对 应 着 一 定 的 误差 分 布 , 面 一 定 的 误差 分 布 就 对 应 着 一 

个 确定 的 方差 { 或 中 误差 )。 因 此 ,方差 是 表征 精度 的 一 个 绝对 的 数字 指标 ,为 了 比较 各 观测 值 

之 间 的 精度 ,除了 可 以 应 用 方差 外 ,还 可 以 通过 方差 之 间 的 比例 关系 来 衡量 观测 值 之 间 的 精度 

的 高 低 。 这 种 表示 名 观测 值 方 差 之 间 比 例 关系 的 数字 特征 称 之 为 权 。 所 以 , 权 是 表征 精度 的 相 
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对 的 数字 指标 。 

在 测量 实际 工作 中 , 平 差 计 算 之 前 ,精度 的 绝对 数字 指标 (方差 ) 往往 是 不 知道 的 ,而 精度 
的 相对 的 数值 ( 指 权 ) 却 可 以 根据 事先 给 定 的 条 件 巴 以 确定 ,然后 根据 平 差 的 结果 估算 出 表征 
精度 的 绝对 的 数字 指标 (方差 )。 因 此 , 权 在 半 差 计算 中 将 起 着 很 重要 的 作用 。 本 节 将 先 给 出 权 
的 定义 ,讨论 权 的 一 些 性 质 , 然 后 介绍 测量 荆 作 中 常用 的 几 种 定 权 方 法 。 


一 \ 权 的 定义 


RAAME LG = 1,2,…,n) 它们 的 方差 为 oi(i = 1,2,…,n), 如 选 定 任 一 常数 оо, А] 
定义 
об 


P, = 3 (3-4-1) 


[>й 
并 称 p, 为 观测 值 工 ; 的 权 。 
由 权 的 定义 式 (3-4-1) 可 以 写 出 各 观测 俩 的 权 之 间 的 比例 关系 为 


аз aš өз 
А . . б, “п. ‚0 
А ` Рэ ч. Р, - “2: ` “3 . 7% 
di 25 б, 
1 
stit, L (3-4-2) 
21 03 б, 


可 见 , 对 于 一 组 观测 值 , 其 权 之 比 等 于 相应 方 益 的 倒数 
ZE RARA, Жаса) At |, HAAK И 
HAERE, ABAAA. Вж, u {Е 5 ШЕЙН 
之 间 的 精度 高 低 的 一 种 指标 。 А 
就 普遍 情况 而 言 ,(3-4-1) 式 中 的 方差 o7, P] ki Е 
同一 个 量 的 观测 值 的 方差 ,也 可 以 是 不 同 量 的 观测 值 的 
方差 。 就 是 说 ,用 权 来 比较 各 观测 值 之 间 的 精度 高 低 , 不 
限于 是 对 间 一 个 量 的 观测 值 ,同样 也 适用 于 对 不 同 晤 的 
观测 值 。 
在 式 (3-4-1) 中 ,oo 是 可 以 任意 选 定 的 常数 ,例如 
在 图 3-7 的 水 准 网 中 , 已 知 各 条 路 线 的 距离 为 S1 = l.5km,S, = 2.5km,S, = 2.0km, 
S, = 4.0km, 85 = 3.0km. 
在 该 水 准 网 中 ,如 果 我 们 并 不 知道 每 公里 观测 高 差 中 误差 的 具体 数值 ,而 只 知道 每 公里 观 
测 高 差 的 精度 相同 ,例如 ,水 淮 网 中 的 所 有 水 准 路 线 都 是 按揭 一 等 级 的 水 准 测量 规范 的 技术 要 
求 进 行 观测 的 ,那么 ,一般 就 可 认为 每 公里 观测 高 差 的 精度 是 相同 的 ,此 时 车 假定 每 公里 观测 
高 差 的 中 误差 为 oa, 则 根据 协 方差 传播 律 可 知 ,各 线路 观测 高 差 的 中 误差 为 
61 = М. 5а» ор = 2 Зада, Gs = 2.0тлт, 
в, = У4.бала. а = ‘3.0oam: 

Д4 вл = о; = у 3. дола, А(3-4-1) 式 , 则 得 
pi = 2.0, p; = 1.2, ру = 1.5, ру = 0.75, ps = 1.0 

可 以 看 出 ,在 上 述 事先 给 定 的 条 件 之 下 ( 即 每 公里 观测 高 差 的 精度 相同 ,各 路 线 的 距离 不 
E), hF o = /5сһе, ЕН оре 是 一 个 定 值 , S; 为 第 i 条 号 路 的 公里 数 , 当 S 愈 小 于, 则 c 
傅 小 ,而 其 对 应 的 权 则 愈 天 ,反之 亦 然 - 所 以 ,通过 权 的 大 小 可 以 反映 各 观测 高 装 的 精度 高 低 。 
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ЖН) ор = су = vT. Sa 人 ee, 则 得 
pi = 1.0,рз = 0.6,р; = 0.75,р = 0.375,р = 0.5 

这 一 组 权 虽 然 由 于 所 取 的 se 值 不 同 ,其 大 小 与 前 一 组 不 同 , 但 各 路 线 的 权 之 比例 相同 ,它们 同 
样 能 反映 各 观测 高 差 间 的 精度 高 低 。. 

由 以 上 例子 可 知 ,对 于 一 组 已 知 中 谋 差 的 观测 值 而 诗 : 

(1) 选 定 了 一 个 oo 秆 , 即 有 一 组 对 应 的 权 。 或 者 说 ,有 一 组 权 , 必 有 一 个 对 应 的 ee 值 。 

(2) 一 组 观测 入 的 权 , 其 大 小 是 随 oo 的 不 同 而 异 ,但 不 论 选 用 何 值 , 权 之 癌 的 比例 关系 始 
终 不 变 。 如 果 设 观测 值 LG = 1,2,…,n) 对 于 选 定 的 re 和 со 的 权 分 别 为 p; Mp G = 1,2, 
п), ДРЕ 

pai рас р = bi: pz Le Ра 
例如 ,前 述 的 两 组 权 之 比 为 
2.0:1.2:1,5:0.75:1.0-1.0:0.6:0.75:0.375: 0.5 

(з) 为 了 使 权能 起 至 比较 精度 高 低 的 作用 ,在 同一 问题 中 只 能 选 定 一 个 ao 值 ,不 能 同时 选 
用 几 个 不 同 的 со 值 ,否则 就 破坏 了 权 之 何 的 比例 关系 。 

(4) 只 要 事先 给 定 了 一 定 的 观测 条 件 ,例如 ,已 知 每 公里 观测 高 差 的 精度 相同 和 各 水 准 线 
路 的 公里 数 , 则 不 一 定 要 知道 每 公里 观测 高 共 精 度 的 具体 数值 ,就 可 以 确定 出 权 的 数值 。 

由 以 上 讨论 可 知 ,方差 是 用 来 反 晓 观测 信 的 绝对 精度 的 ,而 权 仅 是 用 来 比较 各 观测 值 相 互 
之 间 精 度 高 低 的 比例 数 。 因 而 , 权 的 意义 ,不 在 于 它们 本 身 数 值 的 大 小 ,而 重要 的 是 它们 之 间 所 
存在 的 比例 关系 。 


二 .单位 权 中 误差 


从 以 上 所 述 来 看 ,eu 只 起 着 一 个 比例 常数 的 作用 ,但 co 值 一 经 选 定 ， 它 还 有 着 具体 的 含 
Xa 

在 上 述 的 水 准 网 的 前 一 组 权 р 中 , 因 令 oo = as ,实际 上 就 是 以 路 线 为 5; 的 观测 高 差 hs 
的 精度 作为 标准 ,其 他 观测 高 差 的 精度 都 是 和 它 进 行 比较 的 .因此 ,As 的 权 ps = 1, 而 其 他 的 
观测 高 差 的 权 , 则 是 以 ps 作为 单位 而 确定 出 来 的 。 同 样 ,在 后 一 组 权 р; Фф, о = с, pi 
° = 1, 其 他 观测 高 差 的 权 , 就 是 以 рү 作为 单位 而 确定 出 来 的 ,由 此 可 见 ,此 是 中 误差 等 于 au 的 
观测 值 , 其 权 必 然 等 于 1; 或 者 说 , 权 为 ] 的 观测 值 的 中 误差 必然 等 于 co。 因 此 ,通常 称 oo 为 单 
位 权 中 误差 ,而 22 称 为 单位 权 方 差 或 方 益 册 子 , 把 权 等 于 1 的 观测 值 , 称 为 单位 权 观 测 值 。 例 
如 ,在 上 例 中 ,前 一 组 权 中 的 ps = 1 ,此 时 是 令 oo = os ПА as 就 是 单位 权 中 误差 ,ps 就 是 单 
位 权 观 测 值 ,而 后 一 组 权 中 的 pf = 1, 此 时 是 令 co = от, MA от 就 是 单位 权 中 误差 ,上 就 是 单 
位 权 观 测 值 。 

因为 ao 可 以 是 任意 选 定 的 某 一 个 常数 , 故 所 选 定 的 aa 也 可 能 不 等 于 某 一 个 具体 观测 值 的 
中 误差 ,例如 ,对 于 上 述 水 准 网 , 若 选 定 oy = v6aan, 则 可 求 得 一 组 权 为 

р = 4.0, P=2.4, ру = 3.0, р = 1.5, ps = 2.0 
这 时 ,co 不 再 是 5 全 观测 入 中 某 一 个 的 中 误差 ,因而 ,也 就 不 出 现 数值 为 { 的 权 。 所 以 ,为 了 实 
际 的 需要 或 计算 上 的 方 使 ,可 以 选取 某 一 假定 的 观测 信 作 为 单位 权 观 测 值 ， 以 这 个 假定 观测 值 
的 中 误差 作为 单位 权 中 误差 。 如 这 里 选 ro — бода , 它 是 代表 哮 线 长 度 为 6km 的 观测 高 差 的 
中 误差 ,因此 ,路 线 长 度 为 6km 的 观测 高 差 就 是 单位 权 观 油 值 , 它 的 中 误 痉 就 是 单位 权 的 中 
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误差 。 

在 确定 一 组 同类 元 束 的 观测 值 的 权时 ,所 选取 的 单位 权 中 误差 ce 的 单位 ,一 般 是 与 观测 
值 中 误差 的 单位 相同 的 , 自 于 权 是 单位 权 中 误差 平方 与 观测 值 中 误差 平方 之 比 , 所 以 , 权 一 般 
是 一 组 无 量 岗 的 数值 ,也 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 权 是 没有 单位 的 。 但 如 果 需 要 确定 权 的 观测 慎 
(或 它们 的 函数 ) 包含 有 两 种 以 上 的 不 问 类 型 元 素 时 ,情况 就 不 同 了 ,。, 定 其 权 的 观测 值 (或 它们 
кай) 包含 角度 和 长 度 , 它 们 的 中 误差 的 单位 分 别 为 " 秘 " 和 "毫米", 阁 选取 的 单位 权 中 误差 
的 单位 是 秒 , 即 与 角度 观测 值 的 中 误差 单位 相同 ,那么 ,各 个 角度 观测 值 的 权 是 无 量 网 (或 无 单 
位 ) 的 ,而 长 度 观测 值 的 权 的 量 岗 则 为 “ 秒 *“mnor"。 这 种 情况 在 平 益 计算 中 是 会 常常 轴 到 的 。 


三 .测量 上 确定 权 的 常用 方法 举例 


前 面 已 经 提 到 ,在 测量 实际 工作 中 ,往往 是 要 根据 事先 给 定 的 条 件 , 先 确定 出 各 观测 值 的 
权 , 也 就 是 先 确定 它们 精度 的 相对 数字 指标 ,然后 通过 平 差 计 算 , 一 方面 求 出 各 观测 值 的 平 差 
值 , 另 一 方面 求 出 它们 精度 的 绝对 数字 指标 ,下 面 将 从 权 的 定义 式 (3-4-1) 及 (3-4-2) 式 出 发 ， 
对 于 测量 作业 中 经 常 明 到 的 几 种 情况 ,导出 其 实用 的 定 权 公 弃 。 这 些 定 权 方法 称 为 定 权 的 常用 
方法 。 

1. 水 准 测 量 的 权 

设 在 图 3-8 所 示 的 水 准 网 中 ,有 n(= 7) 条 水 准 路 线 ， 
现 沿 每 一 条 路 线 测定 两 点 闻 的 高 差 , 得 各 路 线 的 观测 高 差 P. 
为 有 ,ha ,hws 种 路 线 的 测 站 数 分 别 为 N iN ss ,No 

设 每 一 测 站 观测 高 差 的 精度 相同 ,其 中 误区 均 为 ro， 
则 由 (3-3-2) 式 知 ,各 路 线 观 测 高 差 的 中 误差 为 

s = Nog (i=1,2, ,nn) (3-4-3) 4 


Ғ 
如 以 p RE n 的 权 , 并 设 单位 权 中 误差 为 4 i 
ao = V Cow (3-4-4) В 3-8 
ДЇ (3-4-3) 和 (3-4-4) 式 代 人 (3-4-1) 式 可 得 
ке (ml, n) (3-4-5) 
且 有 关系 
p 1 1 1 
pi pait р„ = a :总 [зе өз =N : N; Lses: N. (3-4-6) 


ШЕТЕЛ Б ЖДИ A Э A [Н] ҖЕ ЖЕН], £ Bg АЧА 55 BI ph ЖК ДЕК EE o 
由 (3-4-5) ҚЫН, ПЕЕЕЕБЕНН М, = 1, 则 它 的 权 为 
b, = С 
而 当 pi = 1 时 ,有 
N, С 
可 见 ,常数 C 有 两 个 意义 :(1)C 是 1 测 站 的 观测 高 差 的 权 ;(2)C 是 单位 权 观 测 高 差 的 测 站 笋 。 
例 3.8 设 在 图 3-8 的 水 准 网 中 ,已 知 各 路 线 的 测 站 数 分 别 为 40,25,50,20,40,50,25。 试 
惨 定 各 路线 所 测 得 的 高 差 的 权 。 
解 : 设 С = 100, 即 取 100 个 测 站 的 观测 高 差 为 单位 权 观 测 值 ,由 (3-4-5) 式 得 
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ғғ» 


Pi = 40 52-5, Рт = 55 = 4.0, Ру = Су = 2.0 
= 100 _ _ 100 _ _ 100 

ps = 20 一 5.0, ps = 40 = 2.5, ps = 50 = 2.0 
_ 100 _ 

эз = УЕ = 4.0 


在 水 准 测 量 中 ,如 已 扼 一 公里 的 观测 高 差 的 中 误差 均 相 等 , 设 为 cam ,又 已 知 各 路 线 的 距 
离 为 S1,S2,"…,S,; 则 由 (3-3-5) 式 知 各 路 线 观测 高 差 的 中 误差 为 


«= y Song (3-4-7) 
ж” 
в = У Сода (3-4-8) 
则 得 
Pb, = Š (і-1,2.-.п) (3-4-9) 
эль к СС... 6-4,2; ы 
Pi: p2’ абс S. 555252725, (3-4-10) 


即 当 每 公里 观测 高 差 为 同 精 度 时 ， Waq pa зера. 
(3-4-9) 式 可 知 , 若 S; = 1, 则 p= C W H p = 18,5, = C, 
R..(1)C 是 一 公里 观测 高 差 的 权 :(2)C 是 单位 权 观 测 高 盖 的 线 ТҮУ 

93-0 在 图 3-9 中 ,各 水 准 路 线 的 长 度 为 
S, = 3.0km,S = 6.0km, 53 = 2.0km, 54 = 1.5km, 
设 每 公里 观测 高 差 的 精度 相同 ,已 知 第 4 条 路 线 观 测 高 差 的 
RA S POR AE PATEA A жиш. 


Ж. Pa = с с Еш 
5, 
С = pŠ, = 1.5>x3 = 4.5 


故 有 
пе =з =! 
и = = фр” 0-75 
в $ = 593 = 2.25 


在 水 准 测量 中 ,究竟 用 水 准 路 线 的 距离 5 定 权 ,还 是 用 测 站 数 NN 定 权 , 这 要 视 具 体 情况 而 
一 般 说 来 ,起 伏 不 大 的 地 区 ,每 公里 的 测 站 数 大 致 相同 , 则 可 按 水 准 路 线 的 距离 定 权 ; 而 在 
起 伏 较 大 的 地 区 ,每 公里 的 测 站 数 相差 较 大 , 则 按 测 站 数 定 权 。 


2. 同 精度 观测 值 的 算术 平均 值 的 权 
ЕЖ Li, Lasta La, ,它们 分 别 是 М, .№, e , N, 次 局 精度 观测 值 的 平均 值 , 若 每 次 观测 的 


中 误 善 均 为 a, 则 由 (3-3-7) 式 可 知 , 了 ;的 中 误差 为 
2- (;-1,2,-,н) (3-4-11) 


“СОЛУ, 


5 
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In = = (3-4-12) 


则 由 权 的 定义 可 得 L, 的 权 р, 为 
N. 
P” = т (¿= 12.2. n) (3 4-13) 


即 由 不 同 次 数 的 同 精度 观测 值 所 算得 的 算 林 平均 值 ,其 权 与 观测 次 数 成 正比 。 

ФМ = LMC = р, = 1 时 ,C = Nis 所 以 C 也 有 两 个 意义 :(1)C 是 一 次 观测 
的 权 倒数 ;(2)C 是 单位 权 观测 值 的 观测 次 数 。 

显然 C 可 以 任意 假定 ,但 不 论 С 取 何 值 , 权 的 比例 美 系 不 会 改变 ,C 一 经 确定 ,单位 权 观 
测 值 也 就 确定 了 。 

以 上 几 种 常用 的 定 权 方法 的 共同 特点 是 ,虽然 它们 都 是 以 权 的 定义 式 (3-4-1) 式 为 依据 
的 ,但 是 在 实际 定 权时 ,并 不 需要 知道 各 观测 值 方差 的 具体 数字 ,而 只 要 应 用 测 站 数 、 公 里 数 等 
就 可 以 定 权 了 。 要 强调 的 是 ,在 用 这 些 方法 定 权时 ,必须 注意 它们 的 前 提 条 件 , 例 如 ,用 测 站 数 
来 定 观测 高 差 的 权时 ,必须 满足 "每 测 站 观测 高 益 的 精度 均 相等 " 这 一 前 所 条 件 ,否则 ,就 不 能 
应 用 这 个 定 权 公 式 。 


83-5 协 因数 和 协 因 数 传播 律 


权 是 一 种 比较 观测 信之 间 精 度 高 低 的 指标 ,当然 ,也 可 以 用 权 来 比较 各 个 观测 值 函 数 之 交 
的 精度 .因此 , 同 $ 3-2 一 样 ,也 存在 根据 观测 值 的 权 来 求 观测 值 函数 权 的 问题 。 

在 83.2 中 是 通过 协 方 盖 的 运算 规律 导出 协 方差 传播 律 的 ,由 于 权 与 方差 成 反比 ,所 以 ， 
可 以 通过 协 方差 传播 律 来 导出 求 观测 值 身 数 之 权 的 计算 法 则 .但 在 导出 这 种 法 则 之 前 ,还 需要 
个 述 协 因数 和 协 因数 阵 的 概念 。 


一 \ 协 因数 与 协 因 数 阵 


由 权 的 定义 知道 ,观测 值 的 权 与 它 的 方差 成 反比 , 设 有 观测 值 L, 和 Lj ,它们 的 方差 分 别 为 
а 和 oj, 它们 之 间 的 协 方差 为 op RNS 


q. = 1 - %: 
н P, 6? ! 
1 a 
- = — = і -5- 
=т= 9 ( (3-5-1) 
- 24 
Q, = Е 
或 写 为 
ot = ap Qu 
о? - 230; (3-5-2) 
в = ТАР 


称 О, fü Q, 分 别 为 L, ML 的 协 因数 或 权 倒 数 ,而 称 Q,, AL EFL, 的 协 因数 或 相关 权 倒 数 。 
在 式 (3-5-1) 和 式 (3-5-2) 中 ,oo 仍然 是 单位 权 牛 误差 。 
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由 (3-5-1) 式 或 (3-5-2) 式 可 知 ,观测 值 的 协 因数 Q, 和 Qi( 权 倒数 ) 与 方差 成 正比 ,而 协 
因数 Qu( 相 关 权 倒 数 ) 与 协 方差 成 正比 容易 理解 , 苏 因数 Q Q 与 权 p, Mp, 有 类 似 的 作用 ， 
它们 是 比较 观测 值 精度 高 低 的 一 种 指标 ,而 协 因 数 0, 是 比较 观测 值 之 间 相关 程度 的 一 种 指 
标 。 

现在 我 们 再 把 协 因数 的 概念 扩充 。 假 定 有 观测 值 向 量 (或 者 是 观测 值 函数 向 量 )X 和 Y, 


它们 的 方差 阵 分 别 为 Dxx 和 Dyy,X 关于 Y 的 互 协 方差 阵 为 Dxy, 令 


1 
Охх = 五 站 xx 
ла о 


Qyy = = Dyr (3-S-3) 
rr оп 
1 
Оху = — уу 
п, у 1 


或 写 为 


_ „2 
Dxx = oi хх 
n T 


Diy = Ayr? (3-5-4) 


Dxy = oi Qxy 
则 称 Охх 和 Qyy ВЫХ ТҮ 的 协 因 数 阵 ,而 称 Оуу 为 X 关 于 Y 的 互 协 因数 阵 。 由 于 协 因数 
阵 Qxx 中 的 对 角 元 素 就 是 各 个 和 的 权 倘 数 , 它 的 非 对 角 元 素 是 X, АТХ 并 站 的 相关 权 倒 
ЖОЛ Оу 中 的 元 素 就 是 六 ;关于 Y, 的 相关 权 倒 数 , 所 以 ,也 称 Qxx ЖІОуү ЖХ iY JR , 
而 称 互 协 因数 阵 Оу ЭХ F Y НМ Я Dyx = Dgr, MA Оух = Оху Әху = 
QT, = 0 时 ,X 和 TY 也 是 互相 独立 的 观测 向 量 。 


若 记 
| 


则 Z 的 方差 阵 Dzz 和 协 因数 阵 ( 权 逆 阵 ) Qzz 为 


р. = Ей Pe] 
Z IDy Dyy 


Охх “| 
Qyx ФӨуу 


(3-5-5) 
名 zz = | 

且 有 
1 
Qzz = +=) (3-5-6) 

Па = ai Өхх 
设 有 独立 观测 秆 上 {i = 1,2, n, ГН), ЖУ в? RA pi;, 单 位 权 方 差 为 oj , 现 组 成 

АЕ ВЕ 


L 0 от 0 Ü рф» Ü 
L= | Di =l. ' . |» Ры = 
L, Ü 0 а: LO 0 Pa 
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则 由 (3-5-3) AA, L 的 协 因数 阵 为 


сі ] >- _ 
一 0 0 1 
oi pi 9 9 
т} 1 
1 o Zoa ol jo о 
Qu = 5ри = оў = pz (3-5-7) 
пп 0 . N А . 
2 1 
Ün 0 Ü Шын 
Ü Ü = 
L бф | Pu- 
Дж 
Pu = з | (3-5-8) 
Ри Фи = 1 77 


可 见 , Pu 是 由 独立 观测 值 L, Бр, 构成 的 对 角 阵 , 旦 Pr ЧАРЕ СВАЕ) Qu 互 为 道 
阵 ,通常 称 Pu 为 上 的 权 阵 。 
类 似 地 ,对 相关 的 观测 向 量 XX ,我 们 令 
Рух = Q xx | 
PxxQxx = 1) 
也 称 Рух 为 X ШЫН Н ЖЕ ВОЈ, Ч Оуу 是 非 对 角 阵 时 , 权 阵 Pxx 的 对 角 元 素 不 再 是 Xi 
的 权 了 。 权 阵 Рух 的 各 个 元 素 也 不 再 有 权 的 意义 了 。 但 是 , 框 关 观 测 向 量 的 权 阵 在 平 差 计 算 的 
公式 中 ,也 能 起 到 同 独 立 观 测 向 量 的 权 阵 一 样 的 作用 。 


二 、 协 因数 传播 律 


由 协 固 数 和 协 因数 阵 的 定义 可 知 , 协 因 数 阵 可 以 由 协 方差 阵 秉 上 常数 1/ 得到, 而且, 观 
测 向 量 的 协 因数 阵 的 对 角 元 素 是 相应 的 权 倒 歼 . 因 此 ,有 了 协 因数 和 协 因 数 阵 的 概念 ,根据 协 
方差 传播 律 ,可 以 方便 地 得 到 由 观测 向 量 的 协 因数 阵 求 其 函数 的 协 因数 阵 的 计算 公式 ,从 而 也 
就 得 到 了 函数 的 权 。 
设 有 观测 值 ,已 知 它 的 协 因数 阵 为 Qxx ARA XAR YAZ 
Y = FX + FŠ 
Z = KX + к! 
下 而 根据 协 方差 传播 律 (3-2-10) 和 (3-2-15) 式 , 来 导出 由 Оух Ж Ary Ог 和 Огу 的 公式 。 
假定 X Лу ЗЕ Оуу MAREEA 中 . 则 按 协 方差 传播 律 (43-2.10) RA, Y 和 2 0 


Же 


(3-5-9) 


(3-5-10) 


Dyy = ҒӘххЕТ 
(3-5-11) 
Юу; = KDxxKT 
由 (3-2-15) RA Y 关于 Z 的 互 协 方差 阵 为 
Dyz = FDxxK T (3-5-12) 
而 由 (3-5-4) 式 知 
Dxx = oiQxx, Буу = 9 Qyy 
(3-5-13) 
Dzz = 0920ж» Dyz = оф Qyz 


将 上 式 代 人 {3-5-11) 式 及 (3-5-12) Қ, 
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of Qyy = | (3.5.14) 
-5-14 


020% = К(0 бу КІ 
240у; = Е(520ух) KT (3-5-15) 
再 将 (3-5-14) 和 (3-5-15) 两 式 都 除 以 cz, 即 得 
Оуу = FAx FT 
Qz = КОК?» (3-5-16) 
ду; - БФК) 
ЕЛІНЕ A РЕ НЕ РЕ СЛО AREAREN ,通常 称 之 为 协 因 数 传播 律 ， 
或 称 之 为 权 逆 阵 传 播 律 。(3-5-16) 式 在 形式 上 与 协 方差 传播 律 相 同 ,所 以 将 协 方 差 传播 律 与 
协 因 数 传播 律 合 称 为 广义 传播 律 。 


ШЕ Y 和 Z 的 各 个 分 量 邦 是 X 的 非 线 性 函数 
Yı БА 


y = Ү, _ Fal Xis Xass Xa) 
Y, LE CX ТА СЕБЕР Өр 
безіне? (3-5-17) 
Zi ГАО Хо, Xp) 
2- Z| _ ОХХ) 
: | : 
Z, LAX Ras Xp) 
也 可 按 83-2 的 方法 求 Y 和 2Z 的 全 微分 , 即 
dY = РАХ (3-5-18) 
dZ = Ках 
式 中 
ән, OF _ ЭР, гал әл | 27] 
ӘХ, ӘХ, aX, ах, ӘХ, ах, 
2F, ФЕ. ӘР; эһ Ifa  2fa 
F= ах; ах; JX, , K= 251 Ху ах, 
ар, дЕ, ӘБ, әл әд. Әр 
ах, aX, 7 ӘХ, LIX, 9Х; IX, 


Ш y.Z 的 协 因 数 阵 Оуу, Ог. ух 也 可 按 (3-5-16) 式 求 得 。 
对 于 独立 观测 值 ,假定 各 L, ВАХ У р, ЛІ, 的 权 阵 为 对 角 阵 


рі 0 ... Ü 
0 p - 0 
Pir = . 
20 0 kii Pa 


它 的 协 因 数 阵 ( 权 逆 阵 ) 也 是 对 角 阵 


47 


-1 
— 0 0 
Q 0 0 Р 
1 
0 0 0 一 
Qu = Q; ШЕ p: 0 
0 0 Q 1 
0 0 > 
如 果 有 函数 
Z= Ір...) (3-5-19) 
则 全 微分 为 
- Әу af ‚29 
dZ = зү Ча + әр йз +3 sat, = Ка (3-5-20) 
由 协 因数 传播 律 (3-5-16) 式 可 得 
ГІ 2. 1Г9/1 
Рі 0 0 dL, 
1 af 
а 2 af 319 z w 0 
Qz = КӨК“ = [5з зр |1 e "а 
ШЕ 
|9 9 pu aL, d 
展开 后 得 纯 量 形式 为 
1 әрі гау а АДА 
Pz Е (E) Pi | жүз Р» t + (22) Ра (3-5-21) 


RME xz ЛАЙН А раси еер ARRA ER eA BARRE Б 
(3-2-6) 式 的 形式 相同 ,显然 , 它 是 协 因数 传播 律 的 一 种 特殊 情况 。 

由 于 协 因数 传播 律 与 协 方差 传播 律 在 形式 上 完全 相向 ,因此 ,应 用 协 困 数 传播 律 的 实际 步 
又 也 与 应 用 协 方差 传播 律 的 步骤 相同 ,这 里 就 不 多 述 了 。 


例 3-10 已 知 独 立 观测 值 Ly(i = 1,2,--,») 的 权 均 为 , 试 求 算术 平均 值 X= ЕУ, 
的 权 Dxa 


解 : 
1 1 
X = L+ La + + 1, 

由 权 倒 数 传 播 律 得 

1 _1{1_1, 1\1» _ 1 

Px 7 л? М t ) д? р лр 
所 以 

Ву = np (3-5-22) 


即 算 术 平 均值 之 权 等 于 观测 值 之 权 的 x {Йй 
当 各 个 观测 值 为 单位 权 殉 测 值 , 即 令 р = 1 时 , 则 px = п. 
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Уы, 
13-11 已 知 独立 观测 值 L, AEGA pG = 1,2,5, ЖХ = 2 的 校 px。 


Хь, 
Ж: 
Х- — (p L, + paLa + + р) (3-5-23) 
2 Ë: 
应 用 权 倒 数 传 播 律 得 
1 2 
1 — l. 2; 1 213 _1_ 
> S, (a жут | ти 
‚+1 — 
所 以 
Px = Ур (3-5-24) 


一 般 称 (3-5-23) Ж ХНА, ВНЗ ВЕ ПА RETAMAR E pi = p; 
= = pb, = р, Ш(3-5-24) 式 得 px = np, 这 就 是 (3-5-22) 式 中 的 结果 。 可 见 , 例 3-10 
是 本 例 的 一 种 特殊 情况 。 

例 3.12 БЖБ X, M X. 的 协 国 数 阵 Qx x ` Qx,x, FE ИНИ EE Ох x, ,或 写 为 


5 Охх Өхх, 
Х = ‚ Ӧух 
Ху" [9х Өх, 
设 有 函数 
Y = ЕХ, 
| (3-5-25) 
Z - KX, 
ЖЖ y 关于 2 的 协 因 数 阵 Qyz。 
解 : (3-5-25) 式 可 写 为 
ү= [F o] 
БЕЗІН 
Z = [0 к] | 
应 用 协 因数 传播 律 得 
Охх, Өхх, Ë | 
Qy: u [F 0) Әх х, Охх, КТ 
0 
= Ско ҒО, ыт, 
即 有 


Оуу = FQx x, K" (3-5-26) 
上 式 也 可 以 作为 协 因数 传播 律 的 一 个 应 用 不 难 理解 ,着 已 知 X 关于 X, HONA Dx X ,也 
可 得 到 YY 关于 ZZ 的 协 方 差 阵 为 
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Dyz = FDx х К? (3-5-27) 
例 3-13 ВЕНА 工 的 协 因数 阵 为 Qi ,又 设 


V = ОцАТК | 
АО АТК + W = 0 (3-5-28) 
W = AL + Ае | 
Хр,АО, AT УВЕ, НЕМ К КОЛУНА Qr Qw É K XT V 的 互 
协 因数 阵 Quv。 
E: ”应 用 协 因数 传播 律 , 由 (3-5-28) 式 之 第 三 式 可 得 W 的 协 因 数 阵 为 
Ок» = АОцАТ (3-5-29) 


又 由 (3-5-28) 式 的 第 二 式 得 
K = (АЯА) 


所 以 
©кк = (АО АТУ"! Qww (Аб AL) ! = (AQ АТ) АФ: АТ)(АО АТ)! 

BH8 

Qkk = (АШАТ! (3-5-30) 
又 由 (3-5-28) 式 之 第 一 式 按 协 因 数 传播 律 得 
Оуу = QuA Arr (QUA = QUA AQUA TAQ (3-5-31) 
ВЮК = IK, V = Qu A K WS 

Оку = IQkK( QAD" = (АдцАТ Ади (3-5-32) 


93-6 ”由 真 误差 计算 中 误差 及 其 实际 应 用 


本 节 将 阅 述 两 方面 的 内 容 , 一 是 如 何 利用 一 组 不 同 精 上 度 的 真 误差 来 计算 中 误差 的 估 值 ; 另 
一 个 是 通过 实例 来 说 明 这 些 估 值 公 式 的 实际 应 用 。 


一 、 用 不 同 精 度 的 真 误 差 计算 单 位 权 中 误差 的 基本 公式 


设 有 一 组 同 精度 独立 观测 值 Loloto be EFRR EMAA уно, AREA 
A.A... А,,ЖЯ 
A, = A (= l1,2, n) (3-6-1) 
则 如 52-3 所 示 ,观测 值 J. 的 中 误差 为 


DE 
в = Ч Е(А?) = ш = (3-6-2) 


此 时 ,A; 的 数学 期 望 为 ECA,) = 0, 它 们 的 中 误差 也 等 于 aH T ЖА; 都 服从 正 森 分 布 ,所 
以 可 以 将 它们 写 为 
ИШ Мизо) (3-6-3) 
А; ~ М(0,47) 
ша 为 有 限 值 时 ,(3-6-2) RERA 
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Бэ: 
= — (3-6-4) 
ERRE $2.3 中 的 (2.3-6) 式 , 它 是 根据 一 组 同 精度 独立 的 真 误差 计算 中 误差 的 基本 公式 。 
MER LiLo, L, 是 一 组 不 同 精度 的 独立 观测 值 ,它们 所 对 应 的 数学 期 望 .中 误差 和 


权 分 别 为 


HIS E2 sfn 
Gy, Ga a Oy 
РР + Pn 
对 应 的 真 误 差 A 仍 按 (3-6-1) 式 得 到 , 则 有 
L, Z nno] 
A, — МО, а?) (3-6-5) 
根据 权 的 定义 式 (3-4-1) Ж 
2 
о = 50 (3-6-6) 


а, 是 单位 权 中 误差 。 可 见 , 如 果 单 位 权 中 误差 为 已 知 , 则 不 难 求 得 各 观测 值 的 中 误差 oio 
现在 提出 问题 ;如 何 利 用 一 组 不 同 精度 的 真 误差 来 求 得 单位 权 中 误差 o? 
可 以 看 到 ,为 了 求 得 单位 权 中 误差 en, 应 需要 得 到 一 组 精 庆 相同 且 其 权 为 1 的 独立 的 真 误 
差 有 了 这 样 一 组 真 误差 , 便 可 由 (3-6-2) 式 或 (3-6-4) 式 来 求 得 ro。 我 们 不 妨 假定 А; 是 一 组 
同 精度 ,和 且 权 为 p = 1 的 独立 的 真 误差 ,并 设 А, ҢА) 有 关系 
A; = / PiAi (3-6-7) 
根据 权 倒 数 传 播 律 知 
1 


— 2 1 
; = b; = 1 
В Pi Pi 


ШІ = 16。 所 以 只 要 将 A,(i = 1,2,5, п) ЖИЫН p, 的 平方 根 ,得 到 一 组 Ai ,就 可 转换 成 
一 组 权 为 1 的 等 精度 观测 值 ,由 于 A, 是 独立 的 真 误差 ,所 以 ,Ai 也 是 一 组 独立 的 真 误差 , 即 有 


А, ~ М(0,42) 
根据 (3-6-2) 式 , 就 可 得 到 
Ола; 
сот V EIA?) = lim — (3-6-8) 
将 {3-6-7) 式 代 六 上 式 , 则 可 写 出 
У) рл? 
ве = jim £ (3-6-9) 


上 式 就 是 根据 一 组 不 同 精度 的 真 误差 所 定义 的 单位 权 中 误差 的 理论 值 在 实用 上 ,由 于 n 
总 是 有 限 的 , 故 只 能 求 得 单位 权 中 误差 co 的 估 秆 ao, ВІ 


| -一 (3-6-10) 
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ЕМЕНЕ-НЖЯВНИЕНЕ ІК ЕНЕ SE u 1У ПЕШ ЕЖ yy k. 
当 所 有 观测 值 的 权 相 等 且 都 等 于 1 时 ( 即 p, = 1),(3-6-10) 式 就 变 成 了 (2-3-6) 式 的 第 二 
式 。 可 见 , {2-3-6) 式 的 第 二 式 是 (3-6-10) 式 的 一 种 特殊 情况 。 


二 由 真 误差 计算 中 误差 的 实际 应 用 


在 一 般 情况 下 ,由 于 观测 量 的 真 值 (或 数学 期 望 ) 是 不 知道 的 ,因此 真 误差 也 就 无 法 知道 ， 
这 时 也 就 不 能 直接 利用 (3-6- 10) 式 计算 方差 或 中 误差 的 居 值 了 。 然 而 ,在 某 些 情况 下 ,由 若干 
个 观测 量 { 例如 角度 长度 .高 差 等 ) 所 构成 的 诡 数 ,其 真 值 有 时 是 已 知 的 ,因而 ,其 真 误差 也 是 
可 以 求 得 的 .例如 一 个 平面 三 角形 三 个 内 角 之 和 的 真 值 为 180 ,由 三 个 内 角 观 测 值 算得 的 三 角 
形 闭 合 差 ,就 是 三 个 内 角 观 测 值 之 和 的 真 误差 .这 时 就 有 可 能 根据 闭合 差 ( 真 误差 ) 算出 实际 
作业 中 所 需要 求 得 的 某 些 观测 值 的 中 误差 下面 介 绍 在 测量 工作 中 常用 的 两 种 根据 有 限 个 真 
误差 计算 中 误差 { 估 值 ) 的 公式 。 

1. 由 三 角形 闭合 差 求 测 角 中 误差 

设 在 一 个 三 角 网 中 ,以 同 精度 独立 地 观测 了 各 三 角形 之 内 角 , 由 各 观测 角 值 计算 而 得 的 三 
角形 内 和 角 和 和 的 闭合 差分 别 为 wowo" ow, 它们 是 一 组 真 误差 ,根据 (3-6-9) 式 可 知 ,三 角形 
内 角 和 的 中 误差 为 


до lim Аі -< 一 (3-6-11) 


其 中 ?为 三 角形 的 个 数 。 
ATAMA У 是 一 个 三 角形 中 三 个 观测 角 ai、pB, ЖП y, 之 和 , 即 
5; = a+thi y (i= 1,2,.",n) 


根据 协 方差 传播 律 可 得 
бу — «Зор 
式 中 ,os 为 二 角形 三 个 内 角 和 的 中 误差 ,op 为 各 内 角 观 测 值 的 中 误差 。 因 此 测 角 中 误差 为 
1 
> = Eo (3-6-12) 


当 三 角形 个 数 п 为 有 限 的 情况 下 ,考虑 (3-6-11) 式 可 求 得 测 角 中 误差 cp 的 估 值 gp 为 


DE 
= i (3-6-13) 
上 式 称 为 非 列 罗 公式 ,在 三 角 测 量 中 经 常用 它 米 初步 评定 测 骨 的 精度 。 
2. 由 双 观 测 值 之 差 求 中 误差 
在 测量 工作 中 ,常常 对 一 系列 观测 量 分 别 进 行 成 对 的 观测 。 例 如 ,在 水 准 测量 中 对 每 段 路 
线 进行 往返 观测 ,在 导线 测量 中 每 条 边 测量 两 次 等 。 这 种 成 对 的 观测 , 称 为 双 观 测 , 对 同一 个 量 
所 进行 的 两 次 观测 称 为 一 个 观测 对 。 
设 对 量 Xi, Xa X, 各 测 两 次 ,得 独立 观测 值 为 
Li, Li. L; 
Lis Ly, L; 
其 中 观测 对 L! 和 工 ; 是 对 量 X 的 两 次 观测 的 结果 。 又 假定 不 同 的 观测 对 精度 不 辐 ,而 同一 观测 
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对 的 两 个 观测 值 的 精度 相同 , 设 已 知 各 观测 对 的 权 分 别 为 
Dy P23, Pa 
ЕВ L; Ж 的 权 都 为 Pie 


对 于 任何 一 个 观测 量 而 言 ,不 论 其 真 值 X, 的 大 小 如 何 , 工 ; 51; 的 真 值 总 相同 Х,, 


MJ 


X -X =0 (і-1,2,--,п) 
即 每 一 个 双 观 测 值 的 真 值 之 差 为 零 。 


现在 已 对 每 个 量 X, 进行 了 两 次 观测 ,出 于 观测 值 带 有 误差 ,因此 ,每 个 量 的 两 个 观测 值 的 


差 数 一 般 不 等 于 零 , 设 
一 2) 


(3-6-14) 


式 中 的 а, 是 第 i 个 观测 量 X; 的 两 次 观测 值 的 差 数 ,既然 已 知 各 差 数 的 真 值 应 为 零 ,因此 2, 也 


就 是 双 观 济 差 的 真 误差 ( 反 号 )。 
A, = (Ñ, - R) - (Li - L) = 0- d, 57d 


按 权 倒数 传播 律 可 得 d, 的 权 倒 数 为 


即 
b. 
2 


Pa 7 


这 样 ,我 们 就 得 到 了 л 个 差 数 的 真 误 差 - а, 和 它们 的 权 р, 
顾及 (3-6-15) 式 和 (3-6-16) 式 , 由 公式 


| pa 
5а = lim š ” 
ВИН WN (Ë > ЕК ИТЕ ША 
орай 
20 = lim = 
当 wn 有 限时 ,其 估 值 为 
! Ўра? 
ё = 4 ШЕР 


按 (3-4-1) 式 , 可 求 得 各 观测 值 L: ML 的 中 误差 为 


1 
Br = др = до э; 


_ Li+ 


而 第 ; 对 观测 值 的 平均 值 = 了 一 的 中 误差 为 


(3-6-15) 


(3-6-16) 


(3-6-17) 


(3-6-18) 


(3-6-19) 


如 果 所 有 的 观测 值 工 | Lo Li ЖД. REAREN, TS EMER р, 都 等 
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于 1, 则 由 (3-6-17) 式 得 各 观测 值 的 中 误差 为 


or = ду =A 5 (3-6-20) 
而 每 对 观测 值 的 平均 值 L, 的 中 误差 为 
rr 1] 2 
др = ору = FN (3-6-21) 


013-14 设 分 5 段 测定 4、 昌 两 水 准点 问 的 高 差 ,每 段 各 测 两 次 ,其 结果 列 于 表 3-1. bÑ 
求 :{1) 每 公里 观测 高 差 的 中 误差 ;(2) 第 二 段 观测 高 差 的 中 误差 ;{3) 第 二 段 高 差 的 平均 值 的 
HRE) 金 长 一 次 ( 往 济 或 返 测 ) 观测 高 差 的 中 误差 肌 全 长 高 差 平 均值 的 中 误 莹 。 

解 : 令 C = 1, 即 令 ikm 观测 高 差 为 单位 权 观 测 值 。 其 数字 计算 列 于 表 3-1 中 。 


(1) 单位 权 中 误差 (每 公里 观测 高 差 的 中 误差 ) 为 


ЭР 
ГРА _ ігі _ 92.5 = 3.0 
o = дле “4072, 74/7 2 5 


(2) 第 二 段 观测 高 差 的 中 误差 为 
ӛз = АЕ = 3.0 3.2 = 5,4mm 
(3) 第 二 段 高 差 平均 值 的 中 误差 为 


(4) 全 长 一 次 观测 高 差 的 中 误差 为 
ó = ёла БС = 3,0/15.2 = 11.7mm 


全 长 高 差 平 均值 的 中 误差 为 
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53-7 系统 误差 的 传播 


前 几 节 所 讨论 的 问题 ,是 以 观测 值 只 含有 偶然 误差 为 前 提 的 。 本 节 讨 论 观 测 值 中 同时 舍 有 
系统 误 善 时 ,观测 值 综合 误 莽 的 方差 (简称 综合 方差 ) 估计 及 系统 误差 的 传播 规律 。 

在 $2-4 中 ,已 说 明 表 征 观 测量 系统 误差 大 小 是 用 准确 度 来 度量 的 .同时 考 叫 偶然 误差 和 
系统 误差 则 是 用 精确 度 来 度量 的 。 其 精确 度 蕴 标 是 均 方 误差 。 本 节 对 这 些 问题 作 进 一 步 的 讨 
论 。 

一 、 观 测 值 的 系统 误差 与 综合 方差 


设 有 观测 值 ,观测 量 的 真 值 为 上 , 则 L. 的 综合 误差 Q 可 定义 为 
Q = L -L 
如 果 综 合 误差 Q 中 只 包含 有 偶然 误差 ,由 偶然 误差 的 特性 可 知 其 数学 期 望 应 为 ЕСО) 
= Е(л) = 0, 如 果 2 中 除 包 售 偶然 误差 A 外 ,还 包含 有 系统 误差 e, 即 


О-Азе-1-і, (3-7-1) 
此 时 ,由 于 系统 误差 є 不 是 随机 变量 ,所 以 0 的 数学 期 望 为 
E(Q) = F(A) +£ = £ Z Ü (3-7-2) 
又 因为 
e= E(Q) = E(L - L) = L - E(L) (3-7-3) 


所 以 ,e 也 就 是 观测 值 上 的 数学 期 望 对 于 观测 量 真 值 的 偏差 值 , 观 测 值 БАВЕ 
小 , 即 上 = 愈 小 , 则 工 的 数学 期 望 对 于 真 值 的 侦 差 值 傅 小 ,或 者 说 愈 准确 。 这 就 是 用 е 来 措 述 准确 
ЖЕРЕ Ж 

当 观 测 值 工 中 既 存 在 偶然 误差 A, 又 存在 系统 误 盖 时 ,其 观测 值 的 综合 方差 Du 是 用 均 方 
误差 表示 的 ,由 (2-4-8) 式 和 (2-4-9) 式 得 

Ы = MSE(L) = E(L ~ LY = Е(П%у = о? + є? (3-7-4) 

亦 即 观测 值 的 综合 方差 Du STEHNE LJ SSE асыр е2, 

当 系 统 误差 。 为 中 误差 o Д) 1/5, 04 е = о/5 8f, 1 (3-7-4) RE 


бр = W Dr = 4 в? + 2 = s 1.042 = 1.02e6 
同样 地 , 若 s = о/3 m, WA 
oL = y Diri = д} а? + z = Т. По = 1.050 
由 此 可 见 , 在 这 种 情况 下 ,如 果 不 考虑 系统 误差 的 影响 ,对 于 前 者 ,所 求 得 的 о 将 减少 2% ,对 
于 后 者 ,将 碱 少 5% 。 因 此 ,在 实用 上 ,如 果 系 统 误 差 部 分 是 偶然 误差 的 173 或 更 小 时 , 则 可 将 系 
统 误 差 的 影响 忽略 不 计 。 
二 .系统 误差 的 传播 
由 于 某 些 观测 值 系统 误差 的 影响 ,使 观测 值 阔 数 也 产生 系统 误差 , 称 之 为 系统 误差 的 传 


播 。 
设 已 知 观 测 值 Li(i = 1.2, n) 的 系统 误差 为 
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e, = Е(0,) = L, — E(L,) (= 1,2,--- n) (3-7-5) 
ДИР, MG E L, ЕТЖ ҺЕ 03 lat НОЕ [И ЯПА ЗЕ „УИ bk Bs 5k 


Z = k L + kibat Е + ko {3-7-6) 
H ЁК Ж БУ БИН РАК ТЕЗЕ n, Б Т КЕЙЕП, 之 间 指 关系 式 为 
Пу = 0, + Rly + = + 8,0, (3-7-7) 
根据 数学 期 望 的 运算 规律 可 知 


Е(0,) = E(k Q) + Eki) +9 + ECR, Q) 
= KE) + BER) + + REC,) 
所 以 得 
ez = Elf) = >) ве; (3-7-8) 


上 式 就 是 线性 函数 的 系统 误差 的 传播 公式 。 
车 函数 2 是 非 线性 形式 , 即 


Z= }(1,,1,,) (3-7-9) 
也 可 以 用 它们 的 微分 关系 代替 它们 的 误差 之 间 的 关系 , 即 有 
(1, = ЭП! + 0, +" + 60, (3-7-10) 
5 
k, = 并 (i= 12.7. n) 
则 仍 有 


0; = kihi + 5-05 + + + 5,0, 
于 是 ,同样 可 以 得 到 (3-7-8) 式 的 关系 .因此 ,(3-7-8) 式 也 就 是 一 般 函 数 的 系统 误差 的 传播 公 
武 。 
= 852 5 {Щ АА ЕК АНЕ 


1. ЕЕЕ ККА 
ше зу зуг Е ТАТА Ен E бте ЗЕН,  ЕЖЕТІП ХАНЫН ПО РЁ ЖУ B5 RK Ё 8 Ti 
问题 。 这 里 只 讨论 独立 观测 值 的 情况 。 
设 有 函数 
Z = уж kla (3-7-11) 
其 中 L, ЖП L, 是 独立 观测 信 ,其 偶然 误差 的 方差 为 of 和 02, 并 已 知 
Пу = À + ë; Пу = Ó, + €> 
M 7 的 综合 方差 按 {2-4-8) 式 为 
Рә = MSE(Z) = Е(2-2)- EKZ - E(Z)) + (E(Z) - Z)] 
= Е(2-Е(2)7% E(E(Z) - ŽY +2F[(Z - E(Z))XXE(Z) -2)] (3-7-12) 
因为 式 中 右 端 第 一 项 为 Z ИА ЕКІДЕ, ЯН 
E(Z — Е(2)) = klal + а) (3-7-13) 
右 端 第 二 项 为 Z 的 系统 误差 , 故 有 
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з млд 


Е(Е(7)- 2) = К(«%®) = єї = (gi + krea)? (3-7-14) 
右 端 第 三 项 为 
E[(Z ~ E(Z))E(Z) - 2)) = єЕ(2 - E(Z)) =  (Е(2)- E(Z)) = 0 
将 这 些 式 子 代 大 (3-7-12) 式 , 可 得 Z 的 综合 方差 为 
Гә = Eloi + іа + (kilel + 86,02 (3-7-15) 
不 难 将 上 式 的 结果 可 以 推广 ,对 于 线性 函数 
Z = hk Li + kL + + + Ё, 
它们 的 综合 误差 之 间 的 关系 为 
Оз = Ak fb t afha toe t ka 


Ш Z 的 综合 方差 为 


Dz = Хал (Уве)! (3-7-16) 
当 Zz 为 非 线性 函数 时 , 亦 可 用 它们 的 微分 关系 代 蔡 误差 关系 .此 时 ,以 上 两 式 中 的 系数 天 
арй Ке, 
Щ(3-7-16) 式 中 的 b, = Ë, = - = Ё, 二 上 时 , 则 可 写成 
Б, = cl + өз + + о + (сүзе) + e + е)? (3-7-17) 


#|3-15 在 用 铀 尺 量 距 时 , 共 基 了 n T KE i Mi ВАЧ АКНЕ D а, 
检定 误差 为 ,求全 长 的 综合 中 误差 。 


解 : 量 距 的 总 长 为 
Š = hit L, + +L, 
其 中 
L i = L, = = = L, = L 
m = Ga = = сб, = 6 
Еу = ёл = = Е, = £ 


o% = 5а + Se 
gg = J Sg? + Se 
此 例 说 明 ЗАЛА ЖОН" 个 观测 值 之 和 的 情 视 下 ,偶然 中 误差 的 传播 按 ¥n 增 大 ,而 
系统 误差 с WER: 倍 积累 。 所 以 测量 中 应 充分 注意 系统 误差 的 处 理 。 


2. 随机 系统 误差 情况 

在 第 -- 章 绪论 中 曾 指 出 ,测量 中 的 系统 举荐 有 时 在 在 随机 性 ,在 测量 中 有 时 称 为 半 系 统 误 
差 。 对 于 随机 性 系统 误差 应 区 别 于 上 述 的 常 系 差 。 

通常 对 于 随机 性 系统 误差 的 精度 指标 也 采用 方差 , 即 系 统 方差 或 系统 中 误差 。 设 观测 什 T 
的 综合 误差 仍 是 
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О = Á +e 
Не, Ыл, Жа АЙНА a? 的 系统 方差 为 ct, 则 
仍 可 按 协 方差 传播 律 , 得 


01 = sh = а? + 01 (3-7-18) 
一 般 地 ,有 观测 值 线性 函数 
Z = hili t kala ton + Ёл (3-7-19) 
综合 误差 之 间 的 关系 为 
Qz = k GO, + kalla too + 6,0, (3-7-20) 
则 按 协 方差 传播 律 可 得 2 的 综合 误差 的 方差 为 
Dz: = ува д) + Уи 


也 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 .系统 误 关 的 问题 也 可 同样 当 和 偶然 误 差 处 理 。 
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= ЗЯ а. 


жт ” 平 差 数学 模型 与 最 小 二 乘 原 理 


本 章 介 绍 测量 平 差 的 基本 概念 ,简要 地 给 出 基本 平 差 方法 的 数学 模型 ,为 以 后 各 章 系统 地 
学 习 各 种 平 差 理论 打 好 基础 ,最 后 介绍 最 小 二 情 原 理 , 这 是 测 呈 平 差 法 所 遵循 的 准则 。 


54-1 测量 平 差 概述 


在 测量 工程 中 ,最 常见 的 是 要 确定 革 些 几何 量 的 大 小 。 例 如 ,为 了 榴 定 一 些 点 的 高 程 而 建 
立 了 水 准 网 ,为 了 确定 菜 些 点 的 坐标 而 建立 了 平面 控制 网 或 三 维 测量 网 。 前 者 包含 点 间 的 高 
差点 的 高 程 元 素 , 后 者 包含 角度 、 边 长 . 边 的 方位 角 以 及 点 的 二 维 或 三 维 坐标 等 元 素 。 这 些 元 
素 都 是 几何 量 , 以 下 统称 这 些 网 为 几何 模型 。 

为 了 确定 一 个 几何 模型 ,并 不 需要 知道 该 模型 中 所 有 元 素 的 大 小 ,而 只 需要 知道 其 中 部 分 
元 素 的 大 小 就 行 了 ,其 他 元 素 可 以 通过 它们 来 确定 -例如 : 

(1) 在 图 4-1 的 和 全 ABC 中 ,为 了 确定 它 的 形状 (相似 形 ) ,只 要 知道 其 中 任意 2 个 内 和 角 的 大 
ЛЖ Т M P... R L.L 或 工 ; 工 ; 等 。 它 们 都 是 同一 类 型 元 素 { 角 度 )。 

(2) 为 了 确定 A ABC 的 形状 和 大 小 (全 等 形 ), 只 要 知道 其 中 任意 的 两 角 一 边 、 两 边 一 角 
或 三 边 的 大 小 就 行 子 ,如 工 ; 工 5;S1 .S,.L. 51.5. 等 。 它 们 包含 两 种 类 型 的 元 素 ( 角 
度 , 边 长 )。 


4-1 图 4-2 


(3) Ж 4-2 的 水 准 网 中 ,为 了 确定 A、B、C、D4 点 之 间 高 度 的 相对 关系 ,只 要 知道 其 中 3 
AAAI T, M Aiha А. ЖА... 等 ,它们 是 同一 类 型 的 元 素 ( 高 差 )。 

能 够 仅 一 确定 一 个 扎 何 模型 所 必要 的 元 素 ,简称 必要 元 素 ,必要 元 素 的 个 数 用 t 来 表示 。 
对 于 上 述 三 种 情况 ,分别 是 ! = 2,: = 3 和 + = 3。 对 于 第 二 种 情况 ,3 个 元 素 中 除了 角度 外 还 
至 少 要 包含 一 个 边 长 ,没有 边 长 仍然 只 能 确定 其 形状 ,而 无 法 确定 其 大 小 ,因此 ,必要 元 素 不 仅 
可 考虑 其 个 数 ,而 且 要 沽 虚 到 它 的 类 型 ,由 此 可 知 , 当 某 个 几何 模型 给 定之 后 ,能 够 惟一 确定 该 
模型 的 必 权 元 素 的 个 数 ; 及 其 类 型 ,t 只 与 儿 何 模 型 有 关 , 与 实际 观测 量 无 关 。 

对 于 任 一 几何 模型 , 它 的 1 个 必要 元 素 之 问 必须 不 存在 函数 关系 , 亦 即 其 中 任 一 元 素 不 能 
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Жах (г) ТОЖЕ ЈП, Р (1) ФЕН, ЖЫ L ЖП L, 作为 必要 元 素 , 则 工 ， 
与 工 , 间 无 函数 关系 。 如 果 在 (2) surb UL L.L. Si 作为 必要 元 素 , 它 们 之 间 也 不 存在 函数 
关系 。 如 果 在 (2) RAH, L L. La HD L + L, + Ls = 180" ,三 者 之 间 存 在 函数 关系 ,就 不 
能 说 1 = 3, 实 际 上 必要 元 素 只 选 了 两 个 ,而 漏 选 了 一 个 ,因此 ,必要 元 束 上 个 量 为 函数 独立 量 ， 
篇 称 独立 基 。 

在 一 个 几何 模型 中 ,除了 * 个 独立 量 以 外 , 若 再 增加 一 个 量 , 则 必然 产生 一 个 相应 的 国 煞 
关系 式 。 仍 以 (2) 中 情况 为 例 , 必 要 量 选 为 工 , 工 ; ,Si ,车 增加 一 个 量 守 : , 则 存在 工 , + L. + Ls 
= 180* , 若 再 增加 一 个 量 S, , 则 有 


(4-1-1) 


由 此 可 知 , 一 个 几何 模型 的 独立 量 个 数 最 多 为 + 个 , 除 此 之 外 ,增加 一 个 量 必然 要 产生 一 个 相 
应 的 函数 关系 式 , 这 种 函数 关系 式 ,在 测量 平 差 中 称 为 条 件 方 程 。 

在 测 基 工程 中 ,为 了 求 得 一 个 几何 模型 中 各 量 的 大 小 就 必须 进行 观测 。 如 果 和 总共 观测 了 该 
模型 中 n 个 量 的 天 小 ,车 观测 个 煞 少 于 必要 元 素 的 个 数 , 即 a < 上 ,显然 无 法 确定 该 模型 , 邑 出 
现 了 数据 不 足 的 情况 ; 若 观测 了 + 个 独立 量 , ”= !, 则 可 惟一 确定 该 模型 。 由 于 它 都 是 独立 量 ， 
故 不 存在 任何 条 件 方程 ,在 这 种 情况 下 , 如果 观测 结果 中 含有 粗 差 甚 至 错误 ,都 将 无 法 发 现 ,在 
测量 工作 中 是 不 允许 这 样 做 的 。 为 了 能 及 时 发 现 粗 差 和 错误 ,并 提高 测量 成 果 的 精度 ,就 必须 
л>, 


r = н? (4-1-2) 


式 中 ,n 为 观测 值 个 数 ,: 称 为 必要 观测 数 ,> 称 为 多 余 观 测 数 。 多 余 观 测 数 在 测量 中 又 称 “ 自 由 
E”, 

一 个 几何 模型 如 果 有 7 个 多 余 观 测 , 就 产生 r+ 个 条 件 方 程 ,由 于 观测 信 不 可 如 免 地 存在 观 
测 误差 ,由 观测 值 组 成 上 述 条 件 方程 必 不 能 满足 , 仍 以 (2) 中 情况 为 例 , 若 观测 了 角度 L.L. 
Ls #99 S,.S,,MD r =n 一 t+ = 5-3 = 2, 可 建立 商 个 条 件 方程 为 

L, + L. + Ls — 180° = 0 (4-1-3) 
B (4-1-1) „Ж ИЙЕЙИН 
Li = L, + А L, = L. + A Ly = La + Аз 5, = 51446 Š, = S; + Аз, 
则 两 个 条 件 方程 为 
(L, + Ay) + (L. + Ás) + (Ls + As) = 180° 
sin( 5 + À 
(S. + As) = (S. + а) fA 


车 仅 用 观测 值 组 成 条 件 ,显然 上 两 式 不 能 成 立即 


Li+ La + La- 180 = W = 0 (4-1-4) 
бә sinL, _ 
Si sinha 1- W, #0 


产生 闭会 差 W ЯЙ W,.(4-1-4) 式 中 的 W 称 为 该 三 角形 图 形 条 件 的 闭合 差 。 
由 于 观测 值 不 可 各 免 地 存在 偶然 误差 , 当 x > + 时 ,几何 模型 中 应 该 满足 的 r = n — t + 
条 件 方程 因 实际 存在 闭合 六 而 并 不 满足 。 如 何 调整 观测 值 , 即 对 观测 值 合理 地 吉 上 改正 数 , 使 
其 达到 消除 闭合 差 的 且 的 ,这 是 测量 平 差 的 主要 任务 。 
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а 3F- ЗЕ [B] ES , ËB Ж ЖН ЖИ {А ЯП ЖАПЕ B] SH ЕН, ФЕ Jr ЖОН де у Зе ЛД 
对 未 知 量 进行 估计 ,这 种 估计 要 求 是 最 优 的 ,最 后 计算 和 分 析 成 果 的 精度 。 


84-2 函数 模型 


一 个 实际 平 差 问题 ,都 要 选择 建立 某 种 函数 模型 ,函数 模型 是 描述 观测 攻 与 未 知 量 间 的 数 
学 函数 关系 的 模型 ,是 确定 客观 实际 的 本 质 或 特征 的 模型 .事实 上 ,测量 平 差 的 目的 ,就 是 为 了 
最 优 估计 函数 模型 的 未 知 量 。 

测量 数据 的 函数 模型 一 般 为 几何 模型 和 物理 模型 或 几何 .物理 综合 模型 .测量 控制 网 ,如 
水 准 网 、 测 角 网 、 边 角 网 . 测 边 网 .重力 网 .GPS 网 等 所 建立 的 函数 模型 都 属于 几何 模型 ,而 与 时 
间 有 关 的 ,考虑 速度 .加 速度 .位移 和 应 变 等 所 描述 观测 量 与 未 知 量 之 间 关 系 的 模型 ,大 多 为 物 
理 模 型 。 

函数 模型 中 的 未 知 量 可 视 实 际 平 差 问题 需要 而 选取 。 上 述 的 条 件 方程 ,未 知 量 为 待 观 测量 
HAA) ,这 是 一 种 选取 方法 ,也 可 选取 几何 模型 中 + 个 独立 参数 ( 革 ) ARAR, ЕРУІНІҢ 
数 模 型 ,其 丧 式 与 条 件 方程 不 同 ,所 建立 的 函数 模型 是 将 观 油 量 表 达 为 r 个 独立 参数 的 除数 ， 
称 为 观测 方程 ,未 知 量 还 可 有 其 他 不 同 的 选取 方法 。 不 同 的 西数 模型 ,其 未 知 量 的 估计 有 相应 
的 平 差 方法 。 

函数 模型 分 为 线性 模型 和 非 线性 模型 两 类 .测量 严 差 通常 是 基于 线性 模型 的 。 当 函数 模型 
为 非 线 性 函数 时 ,总 是 将 其 用 台 劳 公式 展开 ,并 取 其 一 次 项 化 为 线性 形式 ,本 书 阐述 线性 函数 
模型 的 测量 平 差 理论 和 方法 。 

下 面 简略 介绍 几 种 基本 平 差 方法 的 函数 模型 。 


一 “条件 平 莽 的 函数 模型 


以 条 件 方程 为 函数 模型 的 平 差 方法 , 称 为 条 件 平 赣 方 法 。 
现 以 图 4-2 所 示 的 水 准 网 为 例 ,说 明 条 件 平 差 的 丽 数 模型 .图 中 A 为 已 知 其 高 程 的 水 准 
S, BCD 均 为 未 知 点 。 网 中 观测 向 量 的 真 值 为 
= 
为 了 确定 B.C.D 三 点 的 高 程 ,其 必要 观测 数 ( 即 必要 元 素 ): = 3, 故 多 余 观 测 数 r= n — t = 
3 ,应 列 出 3 个 线性 无 关 的 条 件 方程 ,它们 可 以 是 
Е) = h, + hy hs = Ü | 
Fal) = h, + А-А = 0 
Fa) =- ha~ h, + há = 0 


4» 


MERA 


с 


AL = 0 (4-2-1) 
又 如 在 图 4-1 人 ABC 中 ,观测 了 三 个 内 角 , 多 余 观 测 r= nn-t=3-2= 1 ,存在 条 件 方 
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程 为 


5 

А = [1 1 1] 

L = ІІ, L, П 

Aa = [ - 180°] 
ДІ ЕЗУ 

AL + Ао = 0 (4-2-2) 

一 般 而 言 , 如 果 有 п ОИЕ Lt 个 必要 观测 , 则 应 烈 出 7 = x г КАЕ УГЕ, р 
F(L) = 0 (4-2-3) 


如 果 条 得 方程 为 线性 形式 ,可 直接 写 为 
AL +A = 0 (4-2-4) 
Ao 为 常数 向 量 , 如 在 (4-2-1) RP A。= 0 = [0 0 0]", 在 (4-2-2) 式 中 为 - 180".38 L = 
L кАЯЖД(4-2-4 式 ,并 令 
W = AL + Ap (4-2-5) 
则 (4-2-4) 式 为 
AA + W = 0 (4-2-6) 
(4-2-4) 式 或 (4-2-6) 式 为 条 件 平 差 的 函数 模型 。 
条 件 平 差 的 自由 度 即 为 多 余 观测 数 ~, 即 条 件 方程 个 数 。 


二 .间接 平 差 的 函数 模型 


由 $4-1 知 ,在 一 个 几何 模型 中 ,最 多 只 能 选 出 :个 独立 量 ,如果 在 进行 平 善 时 ,就 选 定 r 
个 独立 量 作为 参数 (未 知 量 ) ,那么 通过 这 上 个 独立 参数 就 能 惟一 确定 该 几何 模 错 了 。 换 言 之 ， 
模型 中 的 所 有 章 都 一 定 是 这 :个 独立 参数 的 汞 数 , 亦 即 每 个 观测 量 都 可 表达 成 所 选 上 个 独立 
参数 的 函数 。 
选择 几何 模型 中 1 个 独立 量 为 平 差 参 数 ,将 每 一 个 观测 量 表达 成 所 选 参 数 的 函数 , 列 出 x 
个 这 种 函数 关系 式 , 称 为 观测 方程 ,以 此 为 平 差 的 浮 数 模型 , 称 为 邮 接 平 差 法 ,又 称 为 参数 平 差 
法 。 
在 图 4-3 的 AABC 中 , 观测 量 为 其 中 三 个 内 角 , = 
ІШ, 2, ҚТЛ, жа ZA 和 B 为 平 差 参数 , 设 为 芝 M 
x = [X,.X,]! 
因为 通过 这 z+ = 2 个 参数 可 以 惟一 确定 该 三 角形 的 形状 。 将 
每 一 个 观测 量 均 表达 为 这 两 个 平 差 参数 的 函数 ,出 图 知 
L, = X, 
L; = X; 
L, =- X, ~- X; + 180 
观测 方程 的 个 数 等 于 观测 值 的 个 数 。 
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在 图 4-2 中 ,4 点 高 程 已 知 , 平 差 的 目的 是 求 待定 点 BC ЯП D у 3 НИЧЕ 
待定 点 高 程 为 平 差 参 数 各 | .X.,.X. ,由 图 4-2 可 列 出 观测 方程 为 


h, = X, — НА 
h; 三 一 X, + X; 
hs = xX -Н, (4-2-7) 
h, = - X, + Ha 
ji = Ñ, - Ñ, 
在 测量 控制 网 中 , 常 采用 待定 点 的 坐标 为 平 差 参数 建立 观测 方程 ,这 是 间接 平 差 的 特点 。 


一 般 而 言 , 如 果 某 平 差 问题 有 ?个 观测 值 ,: 个 必要 观测 值 ,选择 :个 独立 量 作为 平 差 参数 
X MEDRESE TARER i AER Ва, BA 
l = Е(Х) (4-2-8) 
如 果 这 种 表达 式 是 线性 的 ,一般 为 
L= BX + d 或 ¿/+AE= ВХ (4-2-9) 


$p; = L -了 例如 图 4-3 所 示 的 观测 方程 ,六 = [L L, П.х = 1х, RI E 


1 Ü Ü 
0 1 d = Ü 
-1 -1: 180 


以 上 的 (4-2-9) А ЕЕЕ ЗЕН Ж. 
间接 平 差 的 函数 模型 中 的 未 知 量 是 1 个 独立 参数 ,多 余 观 测 数 不 随 平 差 方法 不 同 而 异 , 其 
BH Ж r = n — to 


三 . 附 有 参数 的 条 人 忻 平 差 的 函数 模型 


设 在 平 善 问题 中 ,观测 值 个 数 为 m ,为 必要 观测 数 , 则 可 列 出 > = n 一 1 个 条 件 方程 , 现 又 
增设 了 + 个 独立 量 作为 参数 ,而 0 < “< 1, 每 增设 一 个 参数 应 增加 一 个 条 件 方程 ,以 含有 参数 - 
的 条 件 方程 作为 平 差 的 函数 模型 , 称 为 附 有 参数 的 条 件 平 差 法 。 

例如 ,在 图 4-369 SABC 中 ,观测 量 为 三 个 内 角 , 工 = [L , L, 工 3]T, 选 择 ZA РЭ 
SAX Ша, ке nx 一 + = 3-2=1, 有 一 个 条 件 方程 -由 于 增加 了 一 个 参数 ,应 再 增加 一 个 条 
件 方程 。 现 列 出 如 下 


В = 


L i+ L. + L, - 180 = 0 
4 L —- K = 0 


1 1 11 0 - 180 
МЕКЕГЕ 
100 -1 0 


АЁ + ВХ + Ао = 0 
一 般 而 言 , 在 某 一 平 差 问题 中 ,观测 值 个 数 为 = ,必要 观测 数 为 二 多余 观测 数 > = n г, 
нау 个 独立 参数 ,0 < и < 二, 则 总 共 应 列 出 c = rt u 个 条 件 方程 ,一 般 形式 为 
ксі. X)= 0 (4-2-10) 


如 果 条 件 方程 是 线性 的 ,其 形式 为 


则 上 式 可 写成 
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AL + BX + An - 0 或 АА+ВХ + W = 0 (4-2-11) 
AP, W = AL + Ао EBE S ЖА ЕТЕ ЕКЕН, Н И ЕХ An 
作为 模型 中 的 未 知 量 参 与 平 差 ,是 一 种 间接 平 差 与 条 忻 平 差 的 混合 模型 。 
此 平 差 问 题 ,由 于 增 选 了 4 个 参数 ,和 茶 件 方程 总 数 由 r 个 增加 到 c = + + 4 个 , 平 差 自 由 
度 , 即 多 余 观 测 数 不 变 , 仍 为 r(r = c- u). 


M HARRUAR FENA RE 


如 果 进 行 间接 平 差 , 就 要 选 出 + 个 狸 立 量 为 平 差 参 数 , 按 每 一 个 观测 值 与 所 选 参 数 间 函数 
关系 ,组 成 了 个 观测 方程 如 果 在 平 差 问题 中 ,不 是 选 5 个 而 是 选 定 “ > ! 个 参数 ,其 中 包含 上 个 
独立 参数 , 则 多 选 的 8 = 由 -上 个 参数 必 是 : 个 独立 参数 的 郊 数 , 亦 即 在 “个 参数 之 间 存 在 着 
s 个 函数 关系 ,它们 是 用 来 约束 参数 之 间 应 满足 的 关系 ,因此 ,在 选 定 u > :个 参数 进行 间接 平 
差 时 ,除了 建立 个 观测 方程 外 ,还 要 增加 ; 个 约束 参数 的 条 件 方程 , 故 称 此 平 差 方法 为 附 有 


限制 条 忻 的 间接 平 差 法 。 
一 般 而 言 , 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 可 组 成 下 列 方 程 ; 
L = F(X) 
Аг) 2.12) 
Ф(Х) = 0 
线性 形式 的 函数 模型 为 
L= ВХ+а 或 | 
ato тн | ні (4-2-13) 
CX + W, = 0 
该 平 差 问题 的 自由 度 仍 是 =- (u = ЭР 


КЕЛТ ШШ БЕЗЕ rh ЖЕ ут А ажа ЖЛЕ, ВЯ Y ПЖ 2 Jr 
法 所 对 应 的 函数 模型 的 基本 形式 各 种 函数 的 基本 类 型 和 具体 化 将 在 有 关 章 节 中 讨论 。 


S4-3 ” BAREH REE 


在 各 种 平 差 中 ,所 列 出 的 条 件 方程 或 观测 方程 ,有 的 是 线性 形式 ,也 有 的 是 非 线 性 形式 ,在 
进行 平 差 计算 时 ,必须 首先 将 非 线性 方程 按 台 芳 公 式 展开 , 取 至 一 次 项 ,转换 成 线性 方程 。 
四 种 基本 平 差 方法 的 一 般 形 式 的 函数 模型 为 (4-2-3) (4-2-8).(4-2-10) 和 (4-2-12) 式 。 
如 果 是 非 线 性 形式 ,就 需要 将 其 线性 化 : 
Е = ЕСЕ, Х) (4-3-1) 
ТВ, X 的 充分 近似 信 X" ,使 
X = X° +Z (4-3-2) 
同时 考虑 到 L=L+A (4-3-3) 
т A 均 要 求 是 微小 量 , 故 在 按 台 劳 公式 展开 时 可 以 略 去 二 次 和 二 次 以 上 的 项 ,而 只 取 至 一 次 
项 ,于 是 有 
ӘБ 
+ — 
aX 


- a aF 
F = F(L+A,X + r) = FCL, X") + = 
Әр. {р.х 


р.х 


Әк əF, 3F,) 
aL, aL, aL, 
дЕ дЕ ӘЕ 
дЕ е e a — 
А = зЁ Lx = PL, ALa 21. (4-3-4) 
ӘЕ, ӘК, дЕ, 
ЕЙ aLa 9L, J, у 
ГӘк, ӘР, oF | 
JX, ӘХ, ах, 
aF, ӘБ ЗЕ 
aF ЕЕ? = ‚.. Ж 
= = = К [9 - - 
ах кос | 1 2 | чш (4 3 5) 
ӘБ Әк ӘЕ, 
[ах ЭХ, IŽ, у 
ШЕ л Е 的 线性 形式 为 
F = К(Т,Х') + AA + Вт (4-3-6) 


ЖЕКЕ ТЕ ЕЕ R ЖЕ Жр ЕЭ ШЕР Ж Ж E 32 h ARRERA ERARA НО. 
条 件 平 差 法 : 


W = F(L) (4-3-7) 
可 得 其 函数 模型 为 
AA+ W = 0 (4-3-8) 
即 (4-2-6) 式 。 
间接 平 差 法 ; 


i=L- Е(Х?) (4-3-9) 
可 得 其 函数 模型 为 
i+A= Br (4-3-10) 
即 (4-2-9) 式 。 
附 有 参数 的 条 件 平 差 法 ;: 
ДО.) = дах + AR + BR =g 
Жин A.B 81(4-3-4),(4-3-5) 式 , 令 
W = F(L,X°) (4-3-14) 
Др ЖООШ K 
АА + Br + W = 0 (4-3-12) 
即 (4-2-11) Ro 
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附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 : 
由 {4-2-12) 式 知 ,一 般 方 程 为 


L = Р(Х) 
Ф(Х) = 0 
因为 
P(X) = B(X’) + z £ = (X) + Сх = 0 
A Хіс кез1 
5 
W, = Ф(Х?) (4-3-13) 
考虑 (4-3-10) 式 , 其 函数 模型 为 
I+ A= Bz (4-3-14) 
Cr + W, = 0 (4-3-15) 
即 (4-2-13) 式 , 式 中 
ГаФ, 9%, аф} 
аХ, ӘХ, ӘХ, 
аф, аф, аФ, 
с= 20) -ax 2%, 7 ЭЎ, (4-3-16) 
OX fx | І 
аФ, аф, аф, 
эх, 9%, 了 | 


54-4 测量 平 差 的 数学 模型 


平 差 的 数学 模型 与 一 般 代数 学 中 解 方程 只 考虑 函数 模型 不 同 , 它 还 要 考 虚 随 机 模型 ,因为 
带 有 误差 的 观测 量 是 一 种 随机 变量 ,所 以 平 差 的 数学 模型 同时 包含 函数 模型 和 随机 模型 两 部 
分 ,在 研究 任何 平 差 方 法 时 必须 同时 子 雇 考虑 ,这 是 测量 平 差 的 主要 特点 。 

函数 模型 已 在 $4-2 84-3 中 作 了 介绍 ,下 面 来 说 明 随 机 模型 。 


一 、 随 机 模型 


随机 模型 是 措 述 平 差 问 题 中 的 随机 量 { 如 观测 量 ) 及 其 指 互 间 统 计 相 关 性 质 的 模型 。 

观测 不 可 避免 地 带 有 偶然 误差 ,使 观测 结果 具有 随机 性 ,从 概率 统计 党 的 观点 来 看 ,观测 
量 是 一 个 随机 变量 ,描述 随机 变量 的 精度 指标 是 方差 (中 误差 ) ,描述 两 个 随机 变量 之 间 相 关 性 
的 是 协 方差 ,方差 . 协 方差 是 随机 变量 的 主要 统计 性 质 。 

对 于 观测 向 量 工 = (L.L; L.) ,随机 模型 是 指 工 的 方差 - 协 方差 阵 ,简称 方差 阵 或 
协 方差 阵 。 观 测 向 量 工 的 方差 阵 为 

р = iQ = оў Р" (4-4-1) 

式 中 ,Q 为 上 的 协 因 数 阵 ,P ALBRE Р УО 互 为 道 阵 s 为 单位 权 方 差 。 

的 随机 性 是 由 其 误差 A 的 随机 性 所 决定 的 ,A 是 随机 高 量 。A 的 方差 就 是 工 的 方差 , 即 
D, = D, = D.(4-4-1) 让 称 为 平 差 的 随机 模型 。 
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БШ ЕЗЕР ЗЕ РАО Bl rh АЛТ L CBD A) 是 随机 量 ,而 模型 中 的 参数 是 非 随机 量 的 
情况 ,这 是 平 差 癌 题 中 最 为 普 凯 的 情形 。 

如 果 平 差 问 题 中 所 选 的 参数 也 是 随机 量 , 此 时 的 随机 模型 除 (4-4-1) 式 外 ,还 要 考虑 参数 
的 先 验方 差 阵 以 及 参数 与 观测 量 同 的 协 方差 等 。 

二 、 数 学 模型 

平 差 的 数学 模型 包含 函数 模型 和 随机 模型 两 部 分 ,$4-2 所 述 的 四 种 基本 平 差 方法 的 函 
数 模型 加 上 本 节 所 述 的 随机 模型 (4-4-1) 式 , 就 是 这 些 平 差 方法 的 数学 模型 。 


依据 函数 模型 中 给 出 的 观测 值 与 未 知 量 之 间 的 函数 关系 ,顾及 观测 量 的 先 验方 差 和 协 方 
差 ,确定 观测 值 的 协 因数 阵 或 权 阵 , 按 最 小 二 乘 原理 作出 末 知 量 的 最 佳 估 值 ,这 就 是 数学 模型 


的 作用 。 
下 面 列 出 四 种 基本 平 差 方法 的 数学 模型 。 
条 件 平 差 ; 
AA+W=0 D= 050 = aú Р"! (4-4-2) 
式 中 
W = AL + Ао (4-4-3) 
rL pai у 
间接 平 差 ; 
ізде Bz D = © = oP! (4-4-4) 
式 中 
¿=L-BX-d=L-L' х= x° (4-4-5) 


(4-4-4) 式 中 A 的 数学 期 望 К(А) = 0, 数 学 模型 (4-4-4) 式 称 为 高 斯 - 马尔 柯 夫 
(Gauss-Markoff) 模型 ,简称 为 G-M 模型 。 


ЗЕГЕ ДЫР ЗЕ 2 : 
АА + Вх + W = 0 D = 410 = AP! (4-4-6) 
式 中 
W = AL + BX° + Ау (4-4-7) 
附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 : 
і + А = Вх 
"io 41 тан 1 D = ДА, = сёр"! (4-4-8) 
Сх + КЕ = 0 
дир 
і-Һ-ВХ-4-1-10 М, = СХ +A (4-4-9) 


(4-4-8) 式 称 为 具有 约束 的 高 斯 - 马尔 柯 夫 模型 。 
以 上 平 差 函数 模型 都 是 用 真 误差 A( 观 测量 真 L = L +A) 和 未 知 量 真 值 *( 久 = X'+ z) 
束 达 的 。 真 人 是 未 知 的 ,通过 平 差 , 即 按 最 小 二 乘 原理 ,可 求 出 和 A 和 工 的 最 佳 居 值 , 称 为 平 差 值 。 
L 的 平 差 值 记 为 上 ,总 KEARI ÆA 
L =L+V K = X° + £ (4-4-10) 
V 是 和 A 的 平 差 值 , 称 为 工 的 疏 正 数 , 简 称 改正 数 ,在 讨论 V 的 统计 性 质 时 ,又 称 V 为 残 差 。? 为 


z 的 平 差 值 , 它 是 X° 的 改正 数 。 
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ИТЕР а yE BB , 平 差 的 函数 模型 一 般 将 直接 用 平 差 值 代 以 真 值 
列 出 。 福 这 种 情况 下 ,函数 模型 为 


ЖЕ: 

AV+W- 0 (4-4-11) 
jl p ЖЕ. 

ма В (4-4-12) 
附 有 参数 的 条 件 平 差 ; 

АКТА КЕ (4-4-13) 

ШЖ ШЕ Я ЕАО Т) ЗЕ 3. 

у= Вж - 1 

А | (4-4-14) 

С 0 


54-5 参数 估计 与 最 小 二 乘 原理 


平 差 问 题 是 由 于 测量 中 进行 了 多 余 观 测 而 产生 的 ,不论 何 种 平 差 方法 , 平 差 最 终 由 的 都 是 
对 参数 X 和 观测 量 (sQ А) 作出 某 种 估计 ,并 评定 其 精度 。 所 谓 评定 精度 ,就 是 对 未 知 量 的 方 
差 与 协 方 差 作出 入 计 , 统 称 为 对 平 差 模 型 的 参数 进行 估计 。 


一 参数 估计 发 其 最 优 性 质 


多 余 观 测 产生 的 平 差 数学 模型 , 都 不 可 能 直接 获得 惟一 解 。 例 如 ,条 件 平 差 的 河 数 模型 
(4-4-11) 式 ,条 件 方程 个 数 为 + ,而 待 倘 未 知 其 V Жл 个 ,m > r, V 不 能 惟一 确定 。 又 恕 间接 
平 盖 的 函数 模型 (4-4-12) 式 ,方程 个 数 为 n , 待 求 参数 评 和 了 共有 上 + 个 ,同样 , 文 和 Y 不 
能 惟一 确定 。 测 量 平 差 中 的 参数 估计 ,是 要 在 众多 的 解 中 , 找 出 一 个 最 为 合理 的 解 , 作 为 平 差 参 
数 的 最 终 佑 计 。 为 此 ,对 最 终 估计 值 应 该 提出 某 种 要 求 , 考 感 平 差 所 处 理 的 是 随机 观测 值 ,这 种 
要 求 自 然 从 数理 统计 观点 去 寻求 , 即 参数 估计 要 具有 最 优 的 统计 性 质 , 从 而 可 对 平 差 数 学 模型 
附加 某 种 约束 ,实现 满足 最 优 性 质 的 参数 惟一 解 。 这 种 约 东 是 用 某 种 准则 实现 的 ,其 中 最 广泛 
采用 的 准 丙 是 最 小 二 飞 原 理 。 

数理 统计 中 所 述 的 估计 量 最 优 性 质 ,主要 是 佑 计量 应 具有 无 偏 性 、 一 致 性 和 和 有效 性 的 要 
求 , 现 简单 说 明 如 于 : 

G) Ea i b Daka 的 佑 计量 ,如 加 估计 量 的 数学 期 望 E) 等 于 参数 9, 即 

Ей) = 0 (4-5-1) 
ЩЩ Ó ОВАЗ ЖШ {А ЛК ЛЕЙ EE 
(2) 一 致 性 ” 注 足 概率 表达 式 
Шт?(0-г<90< d+e)=1 (4-5-2) 
的 估计 晶 训 为 参数 的 一 致 信 计 量 ,其 中 z 为 子 样 容量 ,e 是 任意 小 的 正 数 。 
车 估计 量 同时 满足 


E(B) = Ө ) (4-5-3) 


lim EÍ (8 – 02] = 0 
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Жк д ме SE KH E Pel — SPE B — дЕ МЕН. 

(3 НЕ Bb Ж0 ХЕТ E RA ЙЕН ДГ B ЕЖЕ „ШЖ РР T АҢ 
估计 量 0, 和 #,, Ж 

DB) < D) (4-5-4) 

ШЖ 2, E 0, 有效 ,其 中 方差 最 小 的 估计 量 8, 即 DC) = min, 为 和 的 最 有 效 估 计量 , 称 为 最 优 
无 偏 估计 量 。 

Ш (4-5-3) 式 即 知 , 具 有 无 偏 性 ,最 优 性 的 估计 量 必 然 是 一 致 性 佳 计量 。 所 以 测量 平 差 中 
参数 的 最 侍 估 值 要 求 是 最 优 无 偏 信 计 基 .由 于 平 差 槛 型 是 线性 的 ,最 住 估计 也 称 为 最 优 线性 无 
ЖЕЗ. 


—. h — ЖЕ I E 


1. 最 小 二 乘法 

在 生产 实践 中 ,经 常会 遇 到 利用 一 组 观测 数据 来 舍 计 某 些 示 知 参数 的 问题 。 例 如 ,一 个 作 
匀速 运动 的 质点 在 时 刻 r 的 位 置 是 ,可 以 用 如 下 的 线性 函数 来 描述 : 

$ = ú + rà (4-5-5) 

Ap a 是 质点 在 r = 0 ЕЮ Ил УЕ, ЕЕЕ ,它们 是 待 估计 的 未 知 参数 ,可 见 这 类 问 
题 为 线性 参数 的 估计 问题 .对 于 这 一 问题 ,如 果 观 测 没有 误差 , 则 只 村 在 两 个 不 同时 刻 rt 和 zz 
观测 出 质点 的 相应 位 置 w 和 六 ,由 (4-5-5) 式 分 别 建立 两 个 方程 ,就 可 专 解 出 a 和 户 的 值 了 。 
但 是 ,实际 上 在 观测 时 ,考虑 到 观测 值 带 有 偶然 误差 ,所 以 总 是 作 多 余 观 测 。 在 这 种 情况 下 ,为 
TR a р ЕЖЕ с, г, от, 来 测定 其 位 置 ,得 出 一 组 观测 值 yy ，…3m， 
这 时 ,由 上 式 可 以 得 到 


т = ät- y (i = 1,2, ,7) (4-5-6) 
# 
У ri 81 “| 
y- |l gB- >? х= V = 9 
nl 42 . іі В ml М 
Yn 1 r, Un 
H (4-5-0 式 为 
у = ВХ - Y (4-5-7) 
ЕНЕТІНІ ЯШ 


如 果 我 们 将 对 应 的 y ,nti = 1,2,…,n) 用 图 解 表示 , 则 可 作出 如 图 4-4 所 示 的 图 形 。 从 
图 中 可 以 看 出 ,由 于 存在 观测 误差 的 缘故 ,由 观测 数据 绘 出 的 点 观测 点 ,描绘 不 成 直线 ， 
н Же “ТА”, 

这 里 就 产生 这 样 一 个 问题 :用 什么 准则 来 对 参数 a 和 有 进行 估计 ,从 而 使 估计 直线 $ = а 
+ z 归 "最 佳 ” 地 拟 合 于 各 观测 点 ?这 里 的 “最 佳 ” 一 词 可 以 有 不 向 的 理解 ,例如 ,可 以 认为 :各 观 
测 点 对 直线 最 大 距离 取 最 小 值 时 ,直线 是 “最 佳 " 的 ;也 可 以 认为 ,各 观测 点 到 直线 的 偏差 的 绝 
对 值 之 和 取 最 小 什 时 ,直线 是 "最 佳 ” 的 ,等 等 在 不 同 的 "最 佳 "要求 下 ,可 以 求 得 相应 问题 中 
参数 а 和 有 不 同 的 估 信 。 但 是 ,在 解 这 类 问题 时 ,一般 应 用 的 是 最 小 二 乘 原理 。 按 照 最 小 二 乘 珠 
理 的 要 求 ,认为 "最 佳 * 地 拟 合 于 各 观测 点 的 估计 曲线 ,应 使 各 观测 点 到 该 曲线 的 偏差 的 平方 
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和 达到 最 小 。 
所 谓 量 小 二 乘 原理 ,就 是 要 在 满足 


2 最 小 (4-5-8) ‚ —— 
的 条 件 下 解 出 参数 的 估 值 8 和 户 , 上 式 也 可 表达 为 геу 
VTV = {BX - ҮУ(НХ-Ү)- 最 小 (4-5-9) | $, 
Жү, 家 示 米 知 参数 的 估计 向 量 , ЕРЖИТФ,Х- | 
[a RITR Ж(4-5-9) 式 的 估计 充 称 为 就 的 最 小 二 乘 估计 ,这 ОГ у” 
种 求 佑 计量 的 方法 就 称 为 最 小 二 乘法 。 
从 以 上 的 推导 可 以 看 晶 , 只 要 具有 (4-5-7) 式 的 线性 模型 图 4-4 
参数 估计 问题 , 则 不 论 观 测 值 属于 何 种 统计 分 布 ,都 可 按 最 小 
二 乘 原理 进行 参数 估计 ,因此 ,这 种 估计 方法 在 实践 中 得 到 广 
泛 的 应 用 。 
2. 最 小 二 莱 舍 计 与 极 大 似 然 估计 
测量 中 的 观测 值 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,最 小 二 乘 原 埋 可 用 数理 统计 中 的 最 大 似 然 
估计 来 解释 ,两 种 佑 计 淮 则 的 估 值 相同 。 
HAWARA L, L 为 随机 正 态 向 量 ,其 数学 期 望 和 方差 分 别 为 


2 


ға of Фр U Gl, 
ш = E(L) = f2 D= Du = | 22 т өз, 
An 了 
由 最 大 似 然 估计 准则 知 ,其 似 然 函 数 ( 即 j 的 正 态 密度 函数 (2-1-9) Ж) 为 
G = сау D mae га. u) D (L - а) | (4-5-10) 
或 
nG = -1ln[(2z)"”?2 | D 12. -~ Le - aDC с а) (4-5-11) 


按 最 大 似 然 估计 的 要 求 ,应 选取 能 使 InG 取得 极 大 值 的 二 作为 uz WEHE ЖЕЗ L — л, 
=- A.L - L =- V, 上 为 jr 的 估计 量 也 就 是 以 改正 数 V ЖЖЖ А ЖИА Т 
(4-5-1) 式 右边 第 一 项 为 常量 ,第 二 项 前 负 号 ,所 以 只 有 当 第 二 项 取得 极 小 值 时 , 似 然 函数 
inG 才能 取得 极 大 值 。 因 此 由 极 大 似 然 估 计 求 得 的 V 值 必须 满足 条 件 


VID-IV = min (4-5-12) 
жЕ] D = 020 = оір 为 常量 , 则 上 式 等 价 于 
VTPV = min (4-5-13) 


BB ЗЕ 
由 此 可 见 , 当 观测 值 为 正 态 随机 变量 时 ,最 小 二 药 估 计 可 由 最 大 似 然 估计 导出 ,由 以 上 两 
个 准则 出 发 , 平 差 结 果 完 全 一 致 。 
BSRR H P 阵 , 称 为 权 阵 ,定义 是 P= Q !, 
i Llap L, 为 独立 观测 值 ,其 权 为 Pi, Patta P, WA 
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д? - aš P - аз - 1,2.--.н) 
AFP, Q: 28 L, 的 权 倒 数 或 协 因 数 , 权 阵 及 协 因 数 阵 为 
Р, ы 
Р = P, ‚О - 9» 


| Р, 
ШЖ 工 1,Lz,…:, 工 为 相关 观测 值 , 则 有 

Qu да . Qin 

А 09. Qa en 9, 


Qin Qan n Quin 


HEAR Q Умар яра ХН, ВИННИ FAR 3 — AREE G Я о = 1, 
D = ОЖ 
[Pn Pi сз Ру, [Qu Өр … Qis 
Р = Рр Ры 7 Ра» = 97 = © Өз … 9, 
Pin Px, 77 р, ©, Q, т“ О 


P: 已 不 再 具有 权 的 意义 ,P 仅 表 示 Q”', 代 在 运算 时 起 着 权 的 作用 。 
特别 地 , 当 为 同 精 度 观 测 时 , 则 p = ІШ, ШСЖ 
VIiV = min (4-5-14) 
#141 BAERE XT a 次 问 精 度 观 测 得 工 , 试 按 最 小 二 乘 原 理 求 访 量 的 估 值 。 


解 : 设 该 量 的 估 值 为 误 , 则 有 


由 于 Qu: 0,7, Qi 为 Li; 了 2: 上 ;的 权 倒数 ,但 QG = Pu MARE Р ФИ ЕИ ЛЖ 


v = x - L; 
根据 (4-5-14) HI ;此 时 үт = [ursu u] 应 满足 
VIV = 最 小 
为 此 ,将 VIV 对 义 取 一 阶 导数 ,并 令 其 等 于 零 ,得 
[1 
“уос? (2а то 
1 


Eu =$- LAH 
Yus УХ - L.) = п ~ 9) = 0 


由 此 解 得 
文 =- 工 人 TD Е 


按 最 大 似 然 法 求 得 的 参数 估计 称 为 最 亿 然 信 或 最 或 然 值 ,因此 ,在 测量 中 由 最 小 二 乘 原理 
所 求 的 估 值 也 称 为 最 或 然 值 ,所 以 平 差 值 也 就 是 最 或 然 值 。 
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在 测量 工作 中 ,为 了 能 用 时 发 现 错误 和 


条 件 平 差 


条 件 平 差 原 理 


拒 高 测量 成 果 的 精度 , 常 作 多 余 观测 ,这 就 产生 了 


亚 差 问题 。 如 果 一 个 几何 模型 中 有 > 个 多 余 观 测 ,就 产后 = 个 条 件 方程 ,以 条 件 方程 为 苑 数 模 


型 的 平 差 方 法 ,就 是 条 件 平 差 。 


在 第 四 章 中 已 给 出 了 和 茶 件 平 差 的 效 数 模型 为 


AL + А, = 0 (5-1-1) 
或 
АУ + W =0 (5-1-2) 
р = cid = oP (5-1-3) 
3.3 EA 
VTPV = піп (5-1-4) 
条 件 平 差 就 是 要 求 在 满足 > 个 条 件 方 穆 (5-1-2) RAT, RAR УТРУ = љіп VÝ, 
在 数学 中 是 求 函数 的 条 忻 极 值 问题 。 


一 ,基础 方程 及 其 解 
设 有 7 个 平 差 值 线性 条 件 方程 : 


аіл + arba + 


bil; + baL; + 


riba + riL + е 


+ аһ, + as = Ü 


+ brbn + Бо = 0 
° (5-1-5) 


` + rL, + ra = 0 


ЖБ, а, фуу, - 1,2.) РЕ ЕСЕЛІ Ж, аа, Бе, ә га 为 条 件 方程 常数 项 ,系数 和 


常数 项 随 不 同 的 平 差 问 题 取 不 同 的 值 ,它们 
2171 + азжәа + '" 


Dy Ul + ба Un 十 …” + 


rivi + кутлу Hon + 


RP, wo шь, w, 为 条 件 方程 的 闭合 
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与 观测 值 无 关 。 用 也 = L + Y 伐 人 上 式 ,可 得 
+ аш + ш, = 0 


ву, + = 0 
л» ы (5-1-6) 


го, + xo, = 0 


„ОАА, Pil 


м. = аі + asla + + a,L, + ao 


t, = bikla + 5,1 十 十 baln + бо 


көзө (5-1-7) 
w, = кру + rL; 十 + r,L, + ro 
令 
ау аҙ ““ а, тө, vi 
А = br bx с КЕ w| |9 
: | rl 1 
ry кос Fyd W, т, 
则 (5-1-6) 式 为 
AV+ W = 0 (5-1-8) 
同样 ,(5-1.5) 式 可 写成 
AL + Ау = 0 (5-1-9) 
ир 
L = [Li La La]? Ao = Lao bo es ro]! 
(5-1-7) ЖШШЕ 
W = AL +A. (5-1-10) 


由 (5-1-9) 式 知 ,4L + А, WW 3 ,所 以 闭合 差 等 于 观测 值 减 去 其 应 有 值 。 
fRA HR IB НОВ ЁЛ Н ЖОСПА, ЛА K = (Во k TT O RARR ГТ Н Ў 
рай 
Ф = VIPV -ОКТХАУ + W) 
将 理 对 立 求 一 芥 导 数 , 并 令 共 为 零 ,得 


az =2VIP-2KI4 = 0 
两 边 转 置 ,得 
PV = АТК 
再 用 Р! ЖЖ Еа IRER У 的 计算 公式 为 
V = P'lATK = QATK (5-1-11) 
上 式 称 为 改正 数 方 程 。 


Жоп 个 改正 数 方 程 (5-1-11) 和 > 个 条 件 方程 (5.1-8) 联 立 求解 ,就 可 以 求 得 一 组 惟一 的 
Мал 个 改正 数 和 > 个 联系 数 。 为 此 ,将 (5-1-8) 式 和 (5-1-11) 式 合 称 为 条 件 学 差 的 基础 方程 。 
显然 ,由 基础 方程 解 出 的 一 组 V ,不 仅 能 消除 闭合 差 ,也 必 能 满足 УТРУ = min 的 要 求 。 

解 算 基 础 方程 时 ,是 先 将 (5-1-11) 式 代 入 (5-1-8) 式 ,得 

AQATK + W = 0 


Ф 


= АРАТ (5-1-12) 


则 有 
N. K : W = (5-1-13) 
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称 为 联系 数 法 方程 , 它 是 条 件 平 差 的 法 方程 ,简称 法 方程 .法 方程 系数 阵 的 秩 


RUN) = К(АОА!) = R(A) = r (5-1-14) 
即 Мы 是 一 个 > 阶 满 秩 方 阵 , 且 可 逆 , 由 此 可 得 联系 数 及 的 惟一 解 
K =- NW (5-1-15) 


当权 阵 P 为 对 角 阵 时 ,改正 数 方程 (5-1-11) 和 法 方程 (5-1-13) 的 纯 量 形式 分 别 为 


ғ КС. + bk, +" + 2) 


- Оба. + bks +" + rk, ) (; - 1,2.-,т) (5-1-16) 
FI 
“ажа, "аа; "s a, 
ан, аа + + Dy Bi, + u, = 
2 Pi 2 ы" < р, we = 0 
аф; bb, ч б, i 
—Ë, + ё, + + —— $, + = 0 
ізі P: ігі Р. i 之 Pi w% > (5-1-17) 
"ағ А 5 r,” 
——}, + — +o q У 于 +w, = Ü 
2 Р, > ы” = pb 


从 法 方程 解 出 联系 数 开 后 ,将 民 值 代 人 改正 数 方程 (5-1-11) 式 , 求 出 改正 数 VA, ЕЖ 
平 差 值 上 = L + Y, 这 样 就 完成 了 按 条 件 平 差 求 平 差 值 的 工作 。 


二 、 按 条 件 平 差 求 平 差 值 的 计算 步 又 及 示例 


综合 以 上 所 述 可 知 , 按 条 忻 平 差 求 平 差 值 的 计算 步 缀 归结 为 : 

1. 根据 平 差 问题 的 具体 情况 , 列 出 条件 方程 (5-1-8) 式 , 条 件 方 程 的 个 数 等 于 多 余 观 测 数 
Ғо 

2. 根据 条 件 式 的 系数 ,闭合 差 及 观测 值 的 协 因 数 阵 组 成 法 方程 (5-1-13) 式 , 法 方程 的 个 
数 等 于 多余 观测 数 ro 

3. 解 算法 方程 , 求 出 联系 数 K TE. 

4. 将 K 代 人 改正 数 方程 (5-1-11) A,R VA КЕТЕ L = L + V. 

5. 3 T ee З НОТЕ НЕ, ЕЛМЕН ЧАА ЕЗГЕ (5-1-9) 式 ,看 其 
是 否 满足 方程 。 

例 5-1 设 对 图 5.1 中 的 三 个 内 角 作 同 精度 观测 , BOB MUI: L, = 4221220, L;, = 
78°0909°, L, = 59"38’40”。 试 按 条 件 平 差 求 三 个 内 角 的 平 差 值 。 

解 : 本 题 有 一 个 条 件 式 ,其 平 差 值 条 件 为 

L, + L, + L, — 180 = 0 

UL = L; + u Ë L, КИЙ АЛА ЖЕЛЕ 


vyt Әз + ua + 9 = 0 


式 中 


w= (L + L; + L+) — 180° = 9 
条 忻 方 程 用 矩阵 表示 为 
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B 
[1 1 1]! |+ 9 = 0 
(ә 
ША-П 1 11 
ЖЭНЕ ЕНІН, ERA р, = p: = ps = 1, 则 观测 值 的 权 阵 PP 为 单位 阵 , 即 P = r. 
故 法 方程 系数 为 
Na = АРЛА! = ААТ = 3 
法 方程 为 
3k, +9=0 
MR k = 一 3, 代 人 (5-1-11) 式 , 得 
У = QAIK = АТК =[-3 -7 -3 | 
可 见 ,各 角 的 改正 数 为 平均 分 配 其 闭合 差 , 由 此 得 各 角 平 差 值 为 


Lij Ін т 42° 12° 17 
L.|= |1›|+ |<. |= |78° 09° 06 
L; |} 31 va 9° 38' 37 


为 了 检 核 ATEH L 重新 组 成 平 卷 值 条 件 方程 ,得 

427127177 + 78°09°06° + 59738727 — 180° = 0 
可 见 各 角 的 平 差 人 满足 了 三 角形 内 和 角 和 等 于 180 Л. 
何 条 件 , 即 闭合 差 为 零 , 故 知 计算 无 误 。 

例 5-2 在 图 5-2 中 ,A、B 为 已 知 水 准点 ,其 高 程 
Ha = 12.013т, Нв = 10.013 т, 42-1 #207 Г 
确定 C E D АЧРИ РОЗЕ, А ЗЕМЕ 
及 相应 水 准 路 线 的 距离 为 ， 

hí =: 1.004m,S, = 2km; А, – + 1. 5ібт, 55 = lkm; 

hs =+ 2.512m,S; = 2km; ha =+ 1.520т,5, = 1.5kma 
试 求 C 和 DD 点 高 程 的 平 差 信 。 

解 :此 例 n= 4,: = 2, 放 + = 2, 可 列 出 如 下 两 个 条 佳 方程 : 

h i+ hy hí + НА — Нь = M 


h; - А, = Ü 
以 让 = hv + u 代 人 上 式 ,经 计算 可 得 条 件 方程 最 后 形式 为 
u] 
1 1 -1 0 1]%®› Ü 
010-1116, Е: 
а, 
式 中 闭合 差 的 单位 是 mm, 
令 тип 的 观测 高 差 为 单位 权 观 测 , 即 p, = 去 ,于 是 有 
1 = 1 м 1 = 1 = = 
р, = Sy 2.5; 5; Жуз 5: эъ, Sa 1.5 
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法 方程 系数 阵 为 


0 0 1 0 
м. = арлат [ 17! oero oja 1125 11 
0 1 0 -1!0 0 2 -1 0 1 2.5 

0 0 1.5110 -1 


由 此 得 法 方程 为 


G aslla [ao 


解 得 ka =- 0.35, k, = 1.74。 代 大 改正 数 方 程 计算 WV 得 
V=[-0.7 1.4 0.7 —2.6] (пип) 
观测 量 的 平 差 值 为 
L, = ~ 1.0047m,L; = 1.5174п, із = 2.5127m,L, = 1.5174m 
用 平 差 值 重 新 列 出 平 差 值 条 件 方程 ,得 
— 1.0047 + 1.5174 - 2.5127 + 2.000 = 0 
1.5174 — 1 5174 = 0 
经 检 核 计算 无 误 , 最 后 计算 Ср 点 平 差 高 程 为 
Не = Ha + L, = 11.0083m 
Hp = Ha + L. + L, = 12.5257m 
例 5-3 在 图 5-3 中 ,4 .8B、C 三 点 在 一 直线 上 , 测 出 了 АВ.ВСКАСИЕ,8-4-363/. 
观测 值 :; = 200.010т,/; = 300.050m,7a = 300.070m, 1, = 500.090m。 若 令 100m 量 距 的 权 
为 单位 权 , 试 接 条 件 平 差 法 确定 A.C 之 问 各 段 距 离 的 平 益 值 1. 
Ж: н = 4,1 = 2, 故 r = n t = 2, 可 列 出 以 下 两 个 条 件 方程 


1+1 15 
h- ha = Ó 


И = .+ 出 代 人 上 式 ,经 计算 得 条 件 方程 
为 


ту + v 一 v4 一 3 = Ni 
©) — 93 - 2 = 0 
上 列 条 件 用 和 矩阵 表示 为 


Ë 1 0 - 1] Шы 


01-1 -2 
Lead 
式 中 闭合 差 单 位 是 cm, 
令 100m 量 虐 的 权 为 单位 权 , 即 p = Su. 于 是 有 
六 = = у m = 3,27 = ЕЗУ,” 15 = 5 
法 方程 系数 阵 为 
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2 00 gri 9 
1 1 0 -1l 
м. = АДАТ 020 011 = [9 `] 
0 - 0210 0 30/00 -і 3 6 
0 0 o 511-1 0 
由 此 得 法 方程 为 


10 31T&。 -3 
p dgh ж. 9 
ЖИН) = 0.235, 直 = 人 0.216, 代 大 改 正 数 方 程 计算 VY ,得 
У = ОАТК = [0.47 1.35 -0.65 – 1.18] Тет 
观测 量 的 平 差 值 为 
ĵi = 200.0147,1: = 300.0635m,i, = 300.0635m,2, = 500.0782m 


ATR HFE?! 重新 组 成 平 差 值 条 件 方程 ,得 
200.0147 + 300.0635 - 500.0782 = 0 
300.0635 - 300.0635 = 0 


故 知 以 上 平 差 计算 无 误 。 
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本 节 讨 论 条 件 平 差 函 数 模型 的 建立 方法 , 即 条 件 方程 的 列 立 。 条 件 方 程 的 个 数 等 于 多 余 观 
测 数 ~, 这 是 指 在 众多 可 能 组 成 的 条 件 方程 中 ,只 要 列 出 其 中 个 彼此 线性 无 关 的 条 件 方程 参 
与 平 差 ,其 余 的 条 件 方 程 都 是 所 选 > 个 条 件 方 程 的 线性 组 合 , 即 这 部 分 条 件 方 程 均 可 由 所 选 > 
个 条 件 方程 导 出 ,所 选 的 x 个 条 件 方程 得 到 满足 ,其 余 可 能 的 所 有 条 件 方 程 必 然 也 得 到 满足 。 


在 此 基础 上 ,为 了 减少 计算 工作 量 , 要 优先 选用 形式 简单 .易于 列 立 的 条 件 方程 。 


水 准 网 中 条 件 方程 的 列 立 方法 前 面 已 讨论 过 .下面 介 绍 几 种 在 测量 中 常见 的 几何 模型 的 


条 件 方程 列 立 方法 。 
一 、 测 角 网 条 件 方程 В 


图 5-4 为 一 测 角 网 ,其 中 有 态 、B ЖЕ ЛО ИНА =Й А, C 和 
D 为 待定 点 ,要 确定 其 坐标 , 共 观 测 了 9 个 水 平角 , 即 abeli 
= 1,2,3)。 根 据 角 度 交会 的 原理 知 ,为 了 确定 C.D 两 点 的 平面 
坐标 ,必要 观测 = 4, 例 如 测量 ae 和 b, 可 计算 口 点 坐标 ,再 测 42 
Жа, с, 可 确定 待定 点 C。 于 是 ,图 5-4 的 多 余 观测 数 > = z - 图 5-4 
t = 9 一 4 = 5。 故 总 共 应 列 出 5 个 条 件 方程 。 

测 角 网 的 基本 条 件 方 程 有 三 种 类 型 , 现 以 此 例 说 明 。 

1. 图 形 条 件 ( 内 和 角 和 条 件 ) 


图 形 条 件 是 指 每 个 闭合 的 平面 多 边 形 中 , 诸 内 和 角 平 差 值 之 和 应 等 于 其 应 有 人 入。 由 图 5-4 可 


列 册 三 个 图 形 条 件 , BD 
ai tb +e 180 = 0 (2 = 1,2,3) 


其 最 后 形式 为 


Va, + ©, + ve t w, = 0,ш, = a, + by + à, — 180° 


Va, E 9,%5 Tj to, = 0,0 = аз + by + cy = 180° (5-2-2) 


Ua, Ж, + u + wu, = 0, ш, = аз + bs + cs — 180° 
2. 圆周 条 件 (水 平 条 件 ) 
对 于 中 点 多 边 形 来 说 ,如 果 仅 仅 满 足 了 上 述 三 个 图 形 条 件 ,还 不 能 保证 它 的 几何 图 形 能 够 
完全 闭合 ,因此 还 要 列 出 圆周 条 件 , 由 图 5-4 可 列 出 一 个 圆周 条 件 为 


ë, + ë> + és 360° = 0 (5-2-3) 
或 
2% Ue, E u, + = О, шу = сіз сє + сз 360 (5-2-4) 
Шш 5-4 可 以 看 出 ,图 形 条 件 尚 可 有 其 他 列 法 ,如 可 列 如 下 形式 的 条 件 方程 ; 
âj + Ë | + àz + b; + as + bs — 180° = 0 (5-2-5) 
ау + b, + é, + à + D> + és — 360° = Ü (5-2-6) 


等 等 .但 这 些 条 件 方程 都 是 上 面 列 出 的 45-2-1)、(5-2-3) 式 的 线性 组 合 , 将 (5-2-1) p= T 
式 子 相 加 并 减 去 (5-2-3) 式 即 得 (5-2-5) 式 ,前 两 式 成 立 ,(5-2-5) 式 必 满足 ,(5-2-6) 式 也 同 
样 满足 。 所 以 列 出 条 件 方 程 (5-2-1) 和 (5-2-3) 后 ,不 能 再 列 出 其 他 三 角 和 或 多 边 形 角度 和 的 
图 形 条 件 了 。 

此 例 = 5, 还 要 列 出 一 个 条 件 方 程 ,是 极 条 件 。 

3. 极 条 人 忻 { 边 长 条 件 ) 

满足 上 述 四 个 条 件 方 程 的 角 值 ,还 不 能 使 图 5-4 的 几何 图 形 
完全 闭合 。 例 如 图 5-5 PAI abie = 1,2,3) 已 满足 4 
个 条 件 方程 。 但 是 ,通过 这 些 角 值 计算 CD 边 长 时 ,从 已 知 边 AB 
和 ai ec!、al bi 求 得 的 边 长 为 CD; 而 从 已 知 边 АВ ЖІ. сі- 
2.5 求 得 的 边 长 为 CD ,于 是 CD 就 出 现 了 两 个 不 同 的 长 度 。 为 
了 使 平 差 值 满足 相应 几何 图 形 的 要 求 , 平 差 时 应 考虑 到 这 样 的 条 


图 5-5 
件 ,就 是 由 不 同 路 线 推算 得 到 的 同一 条 边 长 的 长 度 应 相等 , 即 
Ср = АБ sind, зіпаз _ qg sinb, sinb, 
sinë, sinz sinë, nå; 
或 
siná, sina, sinä, 
sinb, sinb, sinó, ` 1 (5-2-7) 
ЖЕ: 
DB DA Dë 
DA DPC DB 


以 口 点 为 极 , 列 出 各 图 形 边 长 比 的 积 为 1, 故 称 为 极 条 件 方程 ,或 称 为 边 长 条 件 方程 极 条 件 方 
程 为 非 线性 形式 , 按 函 数 模型 线性 化 的 方法 ,将 上 式 用 台 劳 公式 展开 取 至 一 次 项 ,可 得 线性 形 


式 的 极 条 件 方程 。 
将 á, = а; + та); = b; + Uh .4, = ос; + © {А (5-2-7) ЖЕЛІН 
sin( a, + оа) sinfaz + va,) sin(as + ә.) sina) sina; sinas 
зїп b) + v) біп(6; + ve,) sin(Ps +o) — sind, sinb> 511103 


78 


Sina, sina, Sinda 


Va, sinal sina, sina, Va, 


: 7 ; cot a т + 一 7 7 C а = + 
sindi sinds sins lo sin 1102 sinbs 2 р 
sina sinag зіпаз А Va, sindy sinea sinas А Vo, 
—— Tot ua, - СОЁ бр — — 
SnD sinb, sinds 3 р sinb, Sinb, sinda 1 e 
sina, sina, singa %, sina, sinas sinaa 9%, 
ар. si 7 сос б, >= -m n COL bs > = Ü 
sindy sinb. sinb, о sinb sinb, sinbs р 


经 化 简 有 


cotayu, + colazu,, + сота з, — соб, = собо оь, T соба Va, + 


( _ sinb, sinb, =a) “е 


ашау sinap sinda (5-2-8) 
这 就 是 极 条 件 方程 .5-2-7) 式 的 线性 形式 。 
上 述 非 线性 条 件 方 程 也 可 以 先 取 对 数 , 再 按 台 劳 公式 展开 成 线性 形式 。 
例 5-4 在 图 5-6 中 ,9 个 同 精度 观测 值 沪 
a, = 30°52°39°.2,0, = 42°16°41”.2, 
аз = 33°40'54".8, bi = 2058267.4, 
аз = 237457127.5,5; = 28"26 07 .9， 
ср = 106°50'40°.6,с; = 125°20'37".2,c, = 12748397060 
出 条 件 方程 。 
解 :本 题 有 条 件 方程 r = n - t = 9 一 4 = 5 个 ,其 中 三 个 图 形 条 
件 及 一 个 圆周 条 件 为 ; 


Ua tu, t vw %1.0-0 
та + u, + u, 一 1.6 = 0 
2 2 2 
п, + u, + u, — 0.6 = 0 
2 3 3 
т Жолы + u - 3.2 = 0 
1 і 3 
而 非 线 性 的 极 条 件 为 
біпй sina, апаз _ 
віп; sinb; sinbs 
其 线性 形式 为 


соїа Va, + сола, + cotayu, T соф, w, T соф» Vo, 一 coth vs, + 


(1 81 sinb. sin ta) =O 
sina, sina; simaa 


将 观测 值 代入, 得 
l.67u, + 1.50%. +2.27u, – 1.100, 一 2.61m - 1.859, - 33.12 = 0. 


例 5-5 图 5-7 为 一 大 地 四边 形 , 试 列 出 条 件 方程 。 
解 :本 题 条 件 方程 个 数 > = -+=8-4=4 可 组 成 三 个 图 形 条 件 和 一 个 拆 条 件 。 即 


Va, f 7%, L + G + u, = 0 
Vat U T Va, t Va T Wa = 0 


Te, E Ua, + 9, + f vb. = 0 
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АВ AC AD ,| 
АС AD AB ` 
或 
sinasin а» + бз)5їпд{1 
sin(a, + b )sinb,sinña Е 
其 线性 形式 为 
соза, + cot( as + од) (о, + va) | Cotai Ya 一 
coti as + Фл) Со + Up) — cotba, — cotb3 ve, + wa = 0 
整理 之 ,得 
{соїау ~ cottar + 5,21%, ~ eola + Ф) + соїаз vs, — cotba u, + 
colias + ba) vs, + [cot( a; + bs) 一 соз) vs, + шы = 0 (5-2-1) 
җир 
_ з _ sin(a, + den | „ 
Wd = sinazsin( ea + ba)sinay 


(5-2-11) 式 为 大 地 四 边 形 的 极 条 件 方程 。 

从 (5-2-9) 式 看 出 ,组 成 极 条 件 时 以 4 点 为 极点 , 即 从 AB BE, St ACADAR ARB, 
此 例 中 也 可 以 BB 或 C 或 DD 为 极 , 按 以 上 推导 类 似 方法 组 成 极 条 件 。 但 在 列 出 三 个 图 形 条 件 情况 
下 ,只 能 任 选 其 中 一 个 为 极 条 件 ,保持 4 个 互相 独立 的 (不 存在 线性 组 合 ) 条 件 方程 。 

测 角 网 是 由 三 角形 、 大 地 四 边 形 和 中 点 多 边 形 等 三 种 基本 图 形 互相 邻接 或 互相 重要 而 成 
的 。 综 上 所 述 可 知 :三 角形 中 有 一 个 多 余 观 测 值 ,应 列 一 个 图 形 条 件 ; 大 地 四 边 形 中 有 四 个 多 祭 
观测 值 ,应 列 三 个 图 形 条 件 和 一 个 极 条 件 ; 中 点 ШЕ (т +2) 个 多 余 观 测 值 ,应 列 ”个 图 
ЕЖЕ, АНА ТА. 


二 . 测 边 网 条 件 方程 


和 测 角 网 一 样 , 测 边 网 也 可 分 解 为 三 角形 .大 地 四 边 形 和 中 点 多 边 形 等 三 种 基本 图 形 。 对 
于 测 边 三 角形 ,决定 其 形状 和 大 小 的 必要 观测 为 三 条 边 长 , 即 1 = 3, 此 时 r=n-t=3-3= 
0 ,说明 测 边 三 角形 不 存在 条 件 方程 ,对 于 大 地 四 边 形 , 要 确定 第 一 个 三 角形 ,必须 观测 其 中 3 
条 边 长 ,确定 第 二 个 三 角形 只 需 再 增加 2 条 这 长 ,所 以 确定 一 个 四 边 形 的 图 形 , 必 须 观测 5 条 
MK Bl: = 5, 所 以 > = un -=6-5=1, 存 在 一 个 条 件 方程 .对 于 中 点 多 边 形 ,例如 中 点 五 
边 形 , 它 由 四 个 独立 三 角形 组 成 ,此 时 上 = 3+2x3=9, 故 有 -= n-i = 10-9=1。 国 此 ， 
测 边 网 中 的 中 点 多边 形 与 大 地 四 边 形 个 数 之 和 , 邯 为 该 网 条 件 方程 的 总 数 ,这 类 条 途 称 为 图 形 
条 件 。 

图 形 条 件 的 列 出 ,可 利用 角度 闭合 法 、 边 长 闭合 法 和 面积 闭合 法 等 ,本 节 仅 介绍 角度 闭合 
法 。 

测 边 网 的 图 形 条 件 按 角 度 闭合 法 列 出 ,其 基本 思想 是 :利用 观测 边 长 求 出 网 中 的 内 角 , 列 
出 角度 问 应 满足 的 条 件 , 然 后 ,以 边 长 改正 数 代 摘 角度 改正 数 ,得 到 以 边 长 改正 数 表示 的 图 形 
条 件 。 现 以 图 5-8 为 例 ,说 明 条 件 方 程 的 组 成 方法 。 

1. 以 角度 改正 数 表示 的 条 件 方程 
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ТЕ 5-8 KUARE, BRAAK 5.(:2-1,2,3,-,60% 
ИЯНЕ BO = 1,2,3) ,此 时 , 平 差 值 条 件 方程 为 


Въ +В — В = 0 
ВЛЕЕ Ел Еу К REN 
ve, + Фа, T Yp, + ш = б (5-2-12) 
式 中 
w = В+ Bx ~ 83 


同样 ,在 图 5-9 的 测 边 中 点 三 边 形 中 ,以 角度 改正 数 表示 的 图 
形 条 件 为 : 


ур + 9 + 9; + tw = 0 (5-2-13) 
式 中 
w = Ë, + B, + Bs – 360° 
АРЕНА EF РК ТЕ ЖАЙТҚА {й БА ШИ {И О) ШЕН, ТЕМЕН 22: JE 
式 。 为 此 ,必须 找 出 边 长 改正 数 和 人 角 履 改正 数 之 间 的 关系 起。 


5-9 


2. 角度 改正 数 与 边 长 改正 数 的 关系 式 
在 图 5-10 H, HARKEN 
52 = 8; + 57 — 25,5,созА 


微分 得 
25,45, = (2S, ~ 25,созА)45, + (25, ~ 2S,cosA)dJS, + 25,5 sinAdA 
s l _ _ ， - - қ 22- 
dA = SS д 15:45; (5, - 5.соғА)45, - (5, — 5,созА)45.| (5-2-14) 
由 图 5-10 Ж 
S,S.sinA = 5, = (2 倍 三 角形 面积 ) = Saha 
S, — ScosA = 5,05С, 5, - S,eosÀ = S,cosB 
故 有 


JA = (ds, — созС45, — cosBdS.) (5-2-15) 


将 上 式 中 的 微分 换 成 相应 的 改正 数 , 同 时 考虑 到 式 中 dA 的 单位 是 弧度 ,而 角 波 改正 数 是 
”以 人 为 单位 , 故 上 式 可 写成 : 


u = Ë (u, — cosu, = cosBu, ) (5-2-16) 
AT ha 5 , i 
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这 就 是 角度 改正 数 与 三 个 边 长 改正 数 之 间 的 关系 式 , 以 后 称 该 式 为 角度 改正 数 方程 。 上 式 
规律 极为 明显 , 即 任意 一 角 { 例 如 A 角 ) 的 改正 数 等 于 其 对 边 (S。 边 ) 的 改正 数 与 两 个 夹 边 
(S,,S, A HRERS ERAR S 边 邻 角 为 C 角 , 5. ШЖ УВ Ж) 乘积 负 值 之 和 ， 
HRA р” 为 分 子 , 以 该 角 至 其 对 边 之 高 (5 ) ARERIA 

3. 以 边 长 改正 数 表示 的 图 形 条 件 方程 

按照 上 述 规律 ,可 以 写 出 图 5-8 Ff B.B, 及 p, 的 角度 改正 数 方程 分 别 为 


ор = Ë (o, — cosZ АНСо, - cosZ АСВо, ) 
1 hi 5 1 7: 


vg = SA ~ cos ACDu,.. 一 cosZ АРС», ) 
> з 


ур = (е, - соз, ABDu, - соз АРВ», ) 
3 4 l 3 
Жан, h. k h ФАА SB (i = 1,2,3) 角 对 边 所 作 的 高 ,将 上 面 三 式 代 入 (S$-2-12) 
Ж.Ж v(i = 1,2,7,6) BU R НЕ, ЩН yq iN JE AA ЕРЕЖЕ ЖЕН: 
„ {cos ABD ces ABC) „{ cos Z АСВ + сов АСР 
| Аз hi ©; P | h, Ез |», + 
p (ADE А) l р" L Es, + ж” кше (5-2-17) 


ha ha йа h 
如 果 图 形 中 出 现 已 知 边 时 ,在 条 件 方程 中 要 把 相应 于 该 边 的 改正 数 项 舍 去 。 
对 于 图 5-9 中 的 中 点 三 边 形 来 说 ,Bi 82 用 Bs 的 改正 数 与 各 边 改 正 数 的 关系 式 为 


28 = 全 (us 一 cos DABU, _ cos ОВАх, ) 
1 


= 人 人 о, — cos РВСо, - cos DCBu, ) 
20” 


vg = 6 (o, - соз СА», - cos ПАСо, ) 
3 ha 3 6 4 


将 上 还 关系 代 人 (5-2-13) Ж.Ж v G = 102,66) 的 顺序 并 项 , 即 得 中 点 三 边 形 的 图 形 条 


(Е: 

р“ | д" ‚б, соз, РАВ + cos ПАС | 
һе "ы ыты Р | hi ha %, 
„{со ОВА | cos РВС _ 

hi h; %, 


(го РСВ | cos DCA 
ё А» ha 


|», кш-е0 (5-2-18) 


w= f + 8 + В - 360° 
在 具体 计算 图 形 条 件 的 系数 和 闭合 差 时 ,一 般 取 边 长 改正 数 的 单位 为 cm, A h 的 单位 为 
km, 07 取 2.062, 而 闭合 差 w 的 单位 为 (”) ,由 观测 边 长 计算 系数 中 的 角 值 (图 5-10) ,可 按 余 蓝 
定理 或 下 式 计算 : 


А r В r | 
= = -2- 
tan 5 5$ пап 9 = о (5-2-19) 
cC r 
апу “S, 
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p = (5, + S, + S.)⁄2 
А -J2 - 50(р-5,20р- S.) 


P 
ШЕВА 
h, = 5С = S sinB 
h, = S.sinC = sa (5-2-20) 
h. = SSnB = SosinA 
=, A АЗИ {КЇ ЖЕ ӨЗЕНІ 


数字 化 所 得 数据 是 数字 化 佼 或 扫 撕 仪 对 地 面 点 坐标 数字 化 得 出 的 坐标 值 ,该 坐标 值 是 仪 
恬 机 械 坐 标 系统 的 坐标 ,经 坐标 变换 得 到 地 面 坐 标 系统 中 的 坐标 值 。 由 于 数字 化 过 程 有 误差 ， 
这 些 坐 标 被 认为 是 一 组 观测 值 而 参与 平 区 。 下 面 举例 说 明 。 

1. 直角 与 直线 型 的 条 件 方 程 

设 有 数字 化 坐标 观测 值 (X,, Ya) (X... Y) 和 (Xi， Hs) 
Ү,), Ш 5-11 所 示 。 坐 标 平 差 值 为 区 = 对 + u, Y = Y 
+ оу, бу 为 应 有 值 ,如 果 两 条 直线 垂直 , 则 B = 900852707; 


а 
如 产 三 个 点 在 同一 条 直线 上 , 则 po = 180 ROHA 
KERRY ПОГ 
аж- ад = В (5-2-21) Xor) 
Ж Sn 
СҮ, + о.) = ( Y, T оу) 
arctan (X, + о.) - (X, + о.) Х,У) 
(Y, +o) – (Y, +v) 
arctan EAE о.) х, + о.) о = 0 ЕН 5-11 
(5-2-22) 
式 中 左 端 的 第 一 项 为 
_ (Y, + vp) = CY, + oy) 
аҙ = arctan (X, + о.) - (X, + s, ) 
将 上 式 右 端 按 台 劳 会 式 展 开 ,得 
Yi Y, (25, Baa) 。 > (2a) a, (288) 
а, = arctan X x + 5% |, + (59 |, + X, Ne + 27, 20% 
(5-2-23) 
5 


i 


0 = arctan š 
а 一 атс 
+ Х, - J 


да, да, дад дад 
даљ = (98) es + (3% | ®, М En + ba: 
ЛЕТ ЧЕ Ж (5-2-23) 式 又 可 写 为 
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ар = “% і доң (5-2-24) 


因为 

(%а) _ Y, — Y, A YŠ 
ӘХ l (X, - ХӘ +(Y,- Y): (5%)? 
Ез. 

ЗҮ, (8%) 

(2а) __ AY 

GATEN (5%) 

(9а) _ АХ» 

°Ў„„ (Sh) 


将 上 列 结 果 代 人 (5-2-23) 式 , 并 顾及 全 式 的 单位 得 
- рл Ү% _ PA XU på ү“, БАХ“, 


= „© 
ак T аһ + 409, 


= „ч s> U, + 
(S > (Sh) (5805987 (Sy 


оу (5-2-25) 


(а 8148 
Za = al _ o AY, САХ КАУ» АХА 
ал — аһ + ба, T а% ! ( 5%, E ©, (59 м Vy, (5%) 1%, (55 БЕЛ 
{5-2-26) 
Ж(5-2-25),(5-2-26) ВУКА (5-2-2) 式 , 即 得 条 件 方 程 为 
AYA AY’, AX ДАХ? "АҮ 
“үр Ë сн W; еы ГД _ #2 1% + 
ПСИ e e a ЕСТЕ 
PAX PAYN р АХ», _ _ 
ББС "(ө os + w = Ó (5-2-27) 
及 
ш = ар ah- В (5-2-28) 


2. 距离 型 的 条件 方程 
数字 化 所 得 两 点 间距 离 应 与 已 知 值 相符 合 ,为 此 所 组 成 的 条 件 方程 称 鸭 距 离 型 条 件 方 程 。 
设 点 ( 文 У) SSO YO 之 间 的 距离 已 知 值 为 $6, 则 其 条 件 方程 为 
[Ft 
将 数字 化 坐标 观测 值 及 其 改正 数 代 人 ,并 用 台 劳 公式 展开 取 至 一 次 项 ,得 条 件 方程 为 


АХ? AY AX? AY’ 
Па _ в o+ № + k = -2- 
Sh %, 5% К 5% К 5%, Уз + w=0 (5-2-29) 
Ж 
1 
w, = 5%- 53 = [( Y, - Y,) + (X, ~ Xi — So (5-2-30) 


553 精度 评定 


测量 平 差 的 目的 之 一 是 要 评定 测量 成 集 的 精度 ,测量 成 果 精 度 包 括 两 个 方面 ;一 是 观测 值 
的 实际 精度 ;一 是 由 观测 值 经 平 差 得 到 的 观测 值 西 数 的 精度 。 
设 观 测 值 向 量 工 的 方差 为 
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D, = D = GQ = Р! (5-3-1) 

平 差 前 已 知 的 是 先 验 方差 , 由 此 定 权 参与 平 差 。 但 是 ,评定 精度 需要 的 是 观测 的 实际 精度 ， 

(5-3-1) 式 中 ,Q 已 知 , 故 员 要 对 单位 权 方 差 6 作出 估计 ,由 任 值 世代 人 (5-3-1) 式 求 得 方差 

{К 品 , 同 时 通过 品 与 D 的 比较 ,可 用 统计 检验 方法 检验 后 验方 差 D 是 否 与 先 验方 差 一 致 。 

通过 条 件 平 差 , 求 得 改正 数 Y, 平 差 值 上 ,由 此 可 计算 平 差 值 上 的 任何 函数 P = TLV, 
Lop 等 都 是 观测 值 工 的 函数 一 般 地 , 设 观测 值 的 阔 数 为 


G = ЕТІ 
则 按 协 方 差 传 播 律 可 得 
De = Р QF = 23060 (5-3-2) 
ШЇ ARE G ЛУЫН ,需要 计算 G 的 协 因 数 阵 和 估计 单位 权 方 差 。 
一 .单位 轰 方 差 的 估 值 公式 


一 个 平 差 问 题 , 不 论 采 用 上 述 何 种 基本 平 差 方法 ,单位 权 方 差 的 估 值 都 是 残 差 平方 和 
утру 除 以 该 平 差 问题 的 自由 度 y( 多 余 观测 数 ), 即 
2. УІРУ (5-3-3) 


GO ~ r 
Ж РЕЖЕ ЕЖЕ. 也 是 条 件 方 程 的 个 数 。 
考虑 到 四 种 基本 平 差 方 法 的 单位 权 方 营 估 值 公式 都 是 (5-3-3) 式 , 它 与 具体 采用 的 平 差 
方法 无 闫 ,所 以 此 公式 的 证 明 留 在 第 九 章 S 9-5 ШИН, 
VTPY 除 用 V 直接 计算 外 ,还 可 接 忆 下 导出 的 公式 计算 : 
EX У = АТК, 
VTpV = (ОАТКУТРОАТК = KTAQATK = КІМ,К (5-3-4) 
即 二 次 型 VTPV ЫН EK Z Š K HRANE Na 的 二 次 型 来 进行 计算 。 
此 外 ， 
VTpV = УТР(ОАТК) = VTATK =- WIK (5-3-5) 
这 中 顾及 了 条 件 方程 AV + W = 0, 即 УТРУ 可 用 闭合 差 和 联系 数 的 积 反 号 来 计算 。 
顺便 指出 , 残 差 平方 和 这 一 二 次 型 函数 是 测量 平 差 中 一 个 重 吉 的 统计 量 ,在 误差 估 计 和 检 
验 中 常 要 用 到 。 


二 、 协 因数 阵 的 计算 


在 条 件 平 差 中 ,基本 向 量 为 L、W 、K 、V 和 上 ,它们 都 是 观测 值 向 量 的 函数 ,下 面 将 推 求 蔚 
本 向 量 各 自 的 抛 因数 阵 以 及 两 两 向 量 问 的 互 协 因 数 阵 。 令 
217-117 wT КТ VT [7] 
ДВЕ 
|9м. Qw Әк бгу АЙ 
Оу, Qww Qnr Өжу Өө, 
z = |Өк. Өк» Qer Оқу бш 
Qua Оу» бук Оуу Әу 
Qu © бик Qiu Әни. 
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已 知 О = о, О); о 


基本 向 量 的 关系 式 为 
L = L 
W = AL+ Ao (5-3-6) 
K =- МАМ =- NJAL - МА, (5-3-7) 
V = QATK =- QATNAW =- ОАТМ ША, - ФАТМА, (5-3-8) 

L=L+V (5-3-9) 
按 协 因数 传播 律 ,可 得 LW, K. V f A HARE Л ЯН la В th PS 5 M: 5 
© = Q 


Qww = AQAT = Na 
Окк = NiaQwwNa = МММ = Nu 
Оуу = QATQKsAQ = QATN;AQ 
Qiw = ОАТ 
Qik =- ӘАТМ 
Qiv =- Q4TNa4Q 
- АОАТМШ «- №№ = 1 
Оуу-- Qw NZ AQ == NaN ШАО =- AQ 
Оку = МООууМШАО = N AQ 
КЕННІҢ АА OM У. К.У 间 的 互 协 因数 阵 , 得 
Qu = Qu + Qiy = Q - QA'NILAQ 
Ош, = Өт + Озу = Qlw + Qwy = AQ ~ AQ = 0 
Ок = Өқ, + Оку =- МшАб + М2А0 = 0 
Өч = Оу + буу = Ü 
因为 Qu = Qu + Qiy + Qy: + Qyv fl Оу = Оу, =- буу, РАЖ 
Qu = Qu - буу = Q - ОАТМЦАО 
将 以 上 结果 列 于 表 5-1 ,以 便 查 用 。 
由 表 5-1 可 见 , 平 差 值 二 ЕЖУ ИО W IK A К 是 不 相关 的 统计 量 ,因为 它们 
都 是 正 态 向 量 ,万 以 也 可 以 说 荆 S V. М.К 相互 独立 。 


© 
5 
lI 


385-1 条 忻 平 差 基 本 向 量 的 协 因 数 阵 
L 
L Q | ОАТ - ОАТМ - Qw 0- ОАТМ АО 
БЕЛІН ЕНЕ [м Я -AQ : 
K | МАО | -I мш МАО 0 
у | - Qw | - ФАТ QATNI QATNIAQ @ 
L Q - САТМШАЙ 0 0 0 Q- буу 


(Мы = АОАТ) 
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= . 3.22 {а PE EE p) rh K 2 


在 条 件 平 差 中 AFANA, А ЖИИ ПЕ Е WAN R АЗЕ 4А „ИШ, ЛК ЖЮЗ 2545 ЖЗ 
的 是 观测 高 差 的 平 差 值 , 测 角 网 中 则 是 观测 角度 的 平 差 值 。 但 是 ,水 准 网 平 差 后 要 求 得 到 的 是 
各 待定 点 的 平 差 高 程 , 测 角 网 平 差 后 则 要 知道 点 的 举 标 . 边 长 和 方位 角 等 这些 都 是 观测 量 平 
其 值 的 函数 ,如 何 计算 平 差 值 函数 的 中 误 益 ,是 下 面 灾 讨论 的 问题 。 

由 方差 和 协 因 数 的 关系 式 

бї = 0209, 

可 知 , 计 算 茶 个 量 的 中 误差 ,必须 先 求 出 其 坊 因 数 。 下 面 讨 论 平 差 值 应 数 的 协 因 数 计算 问题 。 

如 在 例 5-2 中 ,为 求 点 平 差 高 程 可 建立 如 下 平 差 值 函数 式 

p = Hc = На + №, 


这 是 一 种 线性 形式 。 
又 如 ,在 图 5$-12 中 ,为 求 平 盖 后 CD iB h iu fB оь MIES бор 
MD AER, Ўр), ЧУДЕ 318 Р 00 


аср = aap + G1 + ё T ёз 


Ŝen = SAB е 

Хь = XA + блрсозадр Е 5-12 

Ўр = Үл + $лрзїпад 
后 两 式 中 的 Ар-ар 也 要 像 前 两 式 那样 化 为 观测 量 平 差 值 的 函数 ,并 代 人 该 两 式 中 , 才 是 最 
后 形式 。 

一 般 地 , 设 平 差 伪 函数 为 
p = РЁ.) (5-3-10) 

按 8 3-2 所 还 的 非 线性 函数 的 协 方 盖 (或 协 因数 ) 传播 律 计算 规则 ,可 将 上 式 全 微分 化 为 误差 
之 间 关 系 的 线性 形式 


- - 3 А а А 
dọ = (E) ata + ЗЕ) шы +. + ІЗ) at, (5-3-11) 
Rh, (JE) жәні, 代 普 偏 导数 中 的 二, 令 其 系数 值 为 A M 029 
ilo 
dy = Ла! + һа; + + fdL, (5-3-12) 
(5-3-12) 式 称 为 权 函 数 式 。 将 上 式 写成 矩阵 形式 
dL, 
dL 
ЖФ-Ла-Ілол Р (5-3-13) 
db, 
ЕКЕНІ 
Q. = f! Өш (5-3-14) 
式 中 ,Qir STAAL 的 协 因数 阵 。 由 表 5-1 查 得 
Qu = Q - Оу = 9- ОАТМШАО (5-3-15) 
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代入 (5-3-14) 式 即 得 
Q; = Бо/- (ад NAQ (5-3-16) 
НАА, маң А ЕЖЕ. R EXP Siya ikay. ЖІ ЖШ f. BD (5-3-16) 
式 计算 函数 p 的 协 因数 。 
当 平 差 慎 函数 为 线性 形式 时 ,其 函数 式 为 


p= fili + bl; ++ fh, + fo (5-3-17) 
则 可 直接 应 用 (5-3-16) 式 计算 p 的 协办 数 。 
AF348 РА АО rh p: сәрі 
б; = 4 / Q; (5-3-18) 


例 5-6 图 5.13 中 的 6 个 同 精度 观测 值 为 L, = 
45°30 467”, L, = 6772210”, L, = 0707147,1.) = 69027147, 
Ls = 5232221, = 58°24'18°„ 1 АВ AEIR A 


D 
e° 


[by 


无 误差, 经 平 差 求 得 测 角 中 误差 20 = УСТУ = 4.8 й 


平 差 后 CD 按 边 长 相对 中 误差 。 
Ж.Ж н = 6,1 = 4,6 = n — t = 2. 
1, WREDE M RESEN Шз 


vg + 92% әҙ бле, 


[> 
10. 


та t us + ug t ws = Ü| 
2. жек» НЕО ЗЕ {И ЕК ШЕН, ЖЕ CD 边 长 的 函数 式 为 
sinL узіпі 


бор = San ; 
ср АВ еі хвіл < 


求 其 全 微分 ,得 权 函 数 式 
dL dL dL dL 
dcp = Sepecat Ly Ра + SoncotLs та 一 Srpeot 工 3 Ра - Sept Ls F 
Bp 


dS = cotL dË, + сола а — cot Ladi, ~ colLsdLs (5-3-19) 
ср 


或 de = doy = 0.9841. — 0.424, + 0.3841, — 0.7741; 
Cp 


ЖЕЖ f, = 0.98,f, = %-9./) =- 0.42, fa = 0.38,fs =- 0.77, Bi 
f=[o98 0 -0.42 038 -0.77 ОП 
3. 根据 (5-3-16) 式 计算 平 差 值 函数 的 协 因 数 Qu EHQ = І, FEA 
Q; = FA (AD NAAS 


ж 
[ГТ = 1.87 
0.56 
Af = [оз] 
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сақа уз 


i 0 
Na = AAT = |7 ма = 3 
0 3 о 1 
3 
经 计算 得 
Ош = 1.71 
бу = goy Qç = 4.8 //1.71 = 6.27 
由 于 所 列 出 的 权 函 数 式 (5-3-19) 是 SGzor = ар, 
CD 
SS, &% 6.27 1 


Sep о” 20665 33000 


55-4 条 件 平 差 公 式 汇 编 和 和 水准 网 平 差 示例 


一 .公式 汇编 
条 件 平 差 的 除数 模 惠 和 随机 模型 是 

АУ + W = Ü 

D = aQ = оёр 

条 件 方 程 : 

AV + W = 0 
法 方程 : 

NK+W=0 

其 解 为 

K =- N;1W 

改正 数 方程 : 
У = P''ATK = QATK 

观测 量 平 差 值 : 

Ë = L + V 
3. 28 jË РАЖ: 

Ф - ғал, La Ea) 
ЖАЯ РАЎ 030 
А А А а 
de - ШИ + аг +з + faby f; = G£), 

单位 权 方 差 的 佑 值 : 


-7 YIPY - утру 
о 一 77, бө = r 


б = 29 / Që 
Qs = TQ - (АО М ШАО 


FHAR p 的 中 误差 : 


(5-1-2) 
(5-1-3) 


(5-1-2) 


(5-1-13) 


(5-1-15) 


(5-1-11) 


(5-3-12) 


(5-3-3) 


5-3-18) 
(5-23-16) 
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条 忻 平 差 基 本 向 量 的 协 因 数 阵 见 表 5-1, 
二 ,水 准 网 条 件 平 差 示例 


例 5-7 在 水 准 网 (图 5-14) 中 ,A 和 B 是 已 知 高 程 的 求 淮 点 ,并 设 这 些 点 已 知 高 程 无 误 
3. Шш C D 和 E 点 是 待定 点 。A MEERE .观测 高 差 和 相应 的 水 准 路 线 长 谭 见 表 S5-2。 斌 按 
Жї ЕЗЕК (1) 各 待定 点 的 平 差 高 程 ;(2)C ПО 点 间 高 闭 平 差 值 的 中 误差 。 


Ф 5-2 жй Rl (ë t> БЕ 
RRE 观测 高 差 (m) 水 准 路 线 长 度 (km) 已 知 高 程 (my 
+ 1.359 1.1 H, = 5.016 
2 + 2.009 1.7 Hs = 6.016 

3 + 0.363 2.3 

4 + 1.012 2.7 

5 + 0.657 2.4 

6 + 0.238 1.4 

7 | ~ 0.595 2.6 


解 :1. ЭЖ PF y ge nag 25 {И РАСА, 
本 题 有 ?7 个 观测 值 ,3 个 待定 点 ,所 以 有 和 条件” = xn 一 t= 
7-3=4 个 。 


(1)4 个 条 件 方程 为 
орт от + Ts +7 = 0 
Ча 一 Vy t Us +8=0 
03 +u tu +6 = 0 
v2 — v4 -3 = 0! 
式 中 闭合 差 以 mm 为 单位 。 
(2) Е 


Ф = Ls 
BEDA fr = f, = fs = fa = fe = fs = 0,fs = + 1% 
2 定 权 并 级 成 法 方程 , 令 C = 1, 即 以 一 公里 观 测 高 差 为 单位 和 观测 ,于 是 户 = S, Q. = 


2 = S,。 因 各 观测 高 差 不 相 关 , 故 协 因数 隆 为 对 和 角 阵 , 即 


% 
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由 条 件 方 程 知 系数 阵 为 


1 -1 0 0 1 0 OÜ 
0 0 i —! 1 0 O 

А = 
47 0 0 1 0 0 1 I 
0 1 0 -1000 

由 此 组 成 法 方程 为 
5.2 2.4 = 1.71 |Ë, 7 
2,4 74 2.3 2.7 || 8 
+ = (0) 

0 2.3 6.3 Ü k. 6 
-1.7 2.7 0 4.4116, -3 


з. 解 算法 方程 可 用 解 线 性 方程 组 的 任意 方法 计算 ,更 用 高 斯 约 化 法 程序 算得 
Ë, =— 0.2226,А, = – 1.4028,k =- 0.4414,k, = 1.4568 
4. 计算 改正 数 。 利 用 改正 数 方程 求 得 
V=[-0.2 29 -4.2 -0.1 3.9 0.6 1.2 (тат) 
5. 计算 平 差 值 ,并 代入 平 差 值 条 件 式 检 核 。 
L = (1.3588 2.0119 0.5588 1.0119 0.6531 0.2374 — 0.5962]1(m) 
经 检验 满足 所 有 条 件 方 程 。 
6. 计算 C.D ME Кз 
He = H, + L, = 6.3748m 
Нь = Ha + L, = 7.0279m ` 
Нр = Нь - L, = 6.6121m 


T 
= утру [19-80 _ amm 


即 该 水 准 网 一 公里 观测 高 差 的 中 误差 鸭 2.2mm。 
8. 计算 平 差 后 C 至 DD 点 间 平 差 高 差 及 其 中 误差 
Фф = Ls = 0.6531m 


7. 计 算 单位 权 中 误差 


按 (5-3-16) 式 计算 得 
Q; = 0.99 


а = ao y Өр = 2.2 v0.99 = 2.2mm 


Ф 
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第 六 章 ” 附 有 参数 的 条 件 平 差 


在 一 个 平 差 问 题 中 ,如 果 观 测 值 个 数 为 上 ,必要 观测 数 为 ，, 则 守 余 观测 数 r= z - io 车 不 
增 选 参数 ,只 需 列 出 x 个 条 件 方程 ,这 就 是 条 件 平 差 法 。 如 果 又 选 了 上 个 独立 量 为 参数 (而 0 < 
и < +) 参加 平 差 计 算 , 就 可 建立 含有 参数 的 条 件 方程 作为 平 着 的 函数 模型 ,这 就 是 附 有 参数 
的 条 件 平 差 法 。 

例如 , 在 图 6-1 的 测 角 网 中 ,A、B AEA 
点 ,AC 为 已 知 边 。 在 网 中 观测 了 9 个 角度 , 即 z 
= 9, 为 了 确定 C.D.E 三 点 坐标 ,其 必要 观测 
数 1=5, 故 1 = nn 一 + =4, 因 此 ,必须 列 出 4 个 
条 件 方程 。 其 中 3 了 个 图 形 条 件 是 很 容易 列 出 的 ， 
但 要 烈 出 第 4 个 条 集 就 比较 困难 了 。 为 了 解决 这 
一 问题 ,选取 非 观测 量 人 ABD 作为 参数 区 ,这样 
就 要 列 出 c = r+ w=4+1=5 个 条 件 方程 。 
此 时 除了 3 个 图 形 条 件 外 ,还 可 列 出 1 个 极 条 件 
和 1 个 固定 边 条 件 。 若 以 A 点 为 极 , 则 极 条 件 
为 : 


sin( Ë, + L,)sinKsini., i 
sin( L, ~ А )зи Lg + La)sinLs ` 


固定 边 条 件 为 (由 AC 推算 到 AB): 


5 с її}. + Lg) 
АВ РАС sinl ,sinX 


或 写成 
SacsinLosin( L, + Ls) 
S.nsinL .sinX Б 


从 这 5 个 条 件 方程 出 发 进行 平 差 , 就 是 附 有 参数 的 条 件 平 差 方 法 , 它 是 平 差 的 基础 方法 之 


$6-1 附 有 参数 的 条 件 平 差 原 理 


附 有 参数 的 条 件 平 差 的 函数 模型 在 第 四 章 中 已 给 出 , 即 
AV + Ві + W = 0 (6-1-1) 
式 中 V 为 观测 值 工 的 改正 数 , 工 为 参数 近似 值 ХО 的 改正 数 , 即 
L = L + V,X = X° + # 
这 里 c = r>+ace<mna 妇 ti: 系数 阵 的 秩 分 别 为 
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R(A) = с R(B) = u 

ША 为 行 满 秩 阵 ,B 为 列 满 秩 阵 . 式 中 

W = AL + ВХ + Ag (6-1-2) 
随机 模型 为 

D = oiQ = өрті (6-1-3) 
(6-1-1) ЖФК Е n TRER Mu TAR, Е УКК с rtu, e< n + u WA 
程 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 , B H Ж ЖЖ ER BJ Ж 3 T OB P ЖЕР, BD RCA В) = 
R(AB : W) = c, 故 (6-1-1) t —£B B. TS ДИНЛИН Л EH КЕТ ЗЕЛЕН, ДУ {Е 
z gR ТЖ ИЯ VIPV = min 的 一 组 解 。 


一 基础 方程 及 其 解 


为 了 求 出 能 使 YIPY = min 的 一 组 解 , 按 求 孜 数 条 件 极 值 的 方法 ,组 成 网 数 
Фф = VTpV -ОКТТАУ + B£ + W) 
趟 中 ,kK 是 对 应 于 条 件 方程 (6-1-1) 的 联系 数 向 量 , 为 求 p 的 极 小 值 ,将 其 分 别 对 V 和 求 一 
阶 导数 并 令 其 等 于 零 , 则 有 
ӘФЛУ-?УТР-ОКТА = 0 
зф/дт =- 2KTB = 0 
由 两 式 转 置 得 
PV АК=0 (6-1-4) 
BIK = 0 (6-1-5) 
{Е&(6-1-1),(6-1-4) 和 (6-1-5) ZAP АЖИ c + ntau THI, IRORA AE n 个 改正 
数 .wu 个 参数 和 < 个 联系 数 , 即 方程 个 数 等 于 未 知 数 个 数 ,所 以 由 它们 可 以 求 得 能 使 VIPV = 
min 的 一 组 众 一 解 。 称 这 三 式 为 附 有 参数 的 条 件 平 差 的 基础 方程 。 
ШОР! 223@(6-1-4) 式 得 


ү = PTIATK = QA TK (6-1-6) 
上 式 称 为 改正 数 方程 ,于 是 基础 方 各 为 

Айт В + 0 

У=РОА К = бАК (6-1-7) 

B'K=0 


解 算 此 基础 方程 ,通常 是 将 其 中 的 改正 数 方程 代 人 条 件 方程 ,得 到 一 组 包含 KK 和 4 的 对 称 
线性 方程 组 ,好 


AQATK + B# + W = 0 
Ол | (6-1-8) 
ВЇК = 0 
在 第 五 章 中 已 令 Na = AQAT, 故 上 式 也 可 写成 
NK+Br+W=0 
єс cl cuu 1 гі a} (6-1-9) 


ВІК = 0 
хня # 9k ЖЕН ЙА ЖАУ КОМ) = В(АОАТ) = К(А) =e, R. NT = 
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(AQAT) = AQAT = Nas A Na 为 一 c 阶 的 对 称 满 秩 方 阵 , 是 - -可逆 阵 ,用 М ЖЖ 
(6-1-9) 的 第 一 式 , 得 
К =- N. (Bz + W) (6-1-10) 
х ВТМ: 左 乘 (6-1-9) 中 的 第 一 式 , 并 与 第 二 式 相 减 ,得 
BIN IB? + BINAiW = 0 


现 令 
№ = ВІМШВ (6-1-11) 
则 有 
М2 + НМУ = 0 (6-1-12) 
A R(Na) = К(ВТМІВ) = К(В) = u, H ND = №, К № Жи ВОК ОЕ, 2245 
i=- МАВ N. W (6-1-13) 


在 实际 计算 时 ,由 (6-1-13) ЖЖ, ЛИН(6-1-10) 式 计 算 兵 ,再 由 (6-1-6) 式 计算 У, 
最 后 可 计算 平 差 值 
L = L+ V (6-1-14) 
X = X + £ (6-1-15) 
КЕККХЕЖЕНЕБЫНЫ, ARAARA, НЕЯ 6-1-10) 16 А. (6-1-6) 
式 ,得 
Vv=-QAINIIBE + W) (6-1-16) 
在 算出 2 后 ,直接 计算 改正 数 Vo 


二 、 附 有 参数 的 条 件 平 差 的 计算 步 又 及 示例 


综 上 所 述 , 附 有 参数 的 条 件 平 差 求 观测 量 平 差 值 儿 参数 平 差 值 的 计算 步骤 可 归结 为 : 

1. 根据 平 差 问题 的 具体 情况 , 设 4 个 独立 量 为 参数 (0 < x г) Ш АА ЕУ 
程式 (6-1-1) ,条件 方 程 的 个 数 等 于 多 余 观 测 数 与 参数 个 数 之 各, 即 c = r+ uo 

2. 根据 条 件 方程 的 系数 阵 А.В, 闲 合 差 w щ e НО ИМЯ ЖОЕ 9. 组 成 法 方程 
(6-1-9) 式 , 法 方程 的 个 数 为 c+ u T. 

з. 解 算法 方程 , 先 由 (6-]-13) 式 计算 ,然后 由 (6-1-10) 式 计算 联系 数 久 ,再 将 KK 代 人 疏 
正 数 方 程 (6-1-6) 式 计算 Y 值 。 

4. 计算 观测 量 平 差 值 上 = L + V 和 参数 平 差 值 X = XI + z, 

5. 为 了 检查 平 差 计算 的 正确 性 ,用 平 差 值 上 和文 重新 列 出 平 差 值 条 件 方程 ,看 其 是 否 注 
足 方程 。 

例 6-1 在 某 航 测 像 片 上 有 一 块 矩 形 的 稻田 ( 兄 图 6-2)。 为 了 确定 该 稻田 的 面积 , 现 用 卡 
规 量 测 了 该 矩形 的 长 和 宽 分 别 为 hsl ;又 用 求 积 仪 量 测 了 该 矩形 的 面积 为 ?3* 若 设 该 矩形 的 
面积 为 参数 贸 , 按 附 有 参数 的 条 件 平 差 法 平 差 , 试 列 出 其 条 件 方 程 。 

解 : 设 观测 值 向 量 1 = [i 1% 13] KER п -3,:-2,Шғ-т-і-іІ,ХйИие1, 
条 忻 方 程 总 数 c=rtu=2。 

两 个 平 差 值 条 件 方程 为 

l), - la = 0] 
h- £ =0 | 
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Мой L, Кәбіл 1,2,3), = X! + ФАЦ F 2 18 
方程 ,并 将 它们 化 为 线性 形式 : 


otda vat We 5 hme hied L [А 
Әз £ + wp = Û, w =- (1; — Х9)! 
用 矩阵 表示 条 件 方程 为 
A 
ka! 
1, l — 1 Ü Wa 
КЕКЕ ваз 
0 0 1 -1 Wh 
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对 照 (6-1-1) 式 可 知 


51-1 0 ы] 

А ае рн) 

16-2 Т ААВС ОЕ 6-3), Е ШАЯ Li, La, La fl L, 

等 4 个 角度 , 现 选 二 BAC 为 参数 请 进行 平 盖 , 试 写 出 其 函数 模型 和 法 
方程 。 

解 ; 本 题 x = 4, 必 要 观测 数 上 = 2x (3-2) = 2, 允 余 观测 数 > 

二 -f= 2,4 = 1<<1, 故 应 按 附 有 参数 的 条 件 平 差 法 进行 平 差 。 条 

件 方程 数 。 = r+ u = 2+1 = 3, 即 其 函数 模型 为 3 个 附 有 套数 的 条 


件 方程 。 
1. 平 差 值 方程 
L i + L, + L, = 180° = 0 
L, + L, — 360° =: | 
Li - K = 0 
2. 条 件 方程 
Ж X X +a, X = L, Ё, = L, + wv 代入 平 差 值 方 程 ,得 
vy рә 十 T3 +w, = 0,10, = Li t L. + L, 180 
va + V4 + ws = 0, w = La + L, — 360° 
21 — £ + < = Ü,z = LL- X° = 0 
3. 法 方程 
由 条 件 方程 得 
1110 0 Wa 
нее i 
1000 -1 w, 


已 知 Q = 了 ,经 计算 有 


3 1 1 
Na = АОАТ = ААТ = ; 2 ` 
ü 101 
根据 (6-1-9) 式 组 成 法 方程 为 
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31 1 отк) (ж 
12 0 о | |Ë, xD, 
ШИЕ = 0 
1 0 1 - 1| |. We 
0-1 0: B 0 
56-2 精度 评定 
一 ,单位 权 方 差 的 估 值 合式 


单位 权 方 差 居 值 公式 同 (5-3-3) 式 , 即 残 差 平方 和 涂 以 平 差 问 题 的 自由 度 ( 允 余 观 测 数 ) : 
2 = утру _ утру (6-2-1) 


к с и 


ESFE ETARSAN ХЭ. 
二 , 协 因数 阵 的 计算 


ЕА Ер з АЖ АРЕ, WAK VL, НА Qu = ОЗЕ 0) 
HAYA ИЧЕ ВЕ ЖОРА A Г Bt ЕН ИЧЕ. 
关于 闭合 盖 w 的 表达 式 , 在 线性 模型 时 由 (4-4-7) 式 知 
W = AL + BX?+ А, = AL + W° (6-2-2) 


如 为 非 线 性 模型 MA (4-3-11) RA 


W = ЕСЕ, ХХ) 
它 是 非 线 人 性 函数 ,为 了 计算 其 协 因 数 , 可 对 上 式 全 微分 ,给 出 W 与 的 误差 关系 式 , 可 得 
dW = Ла {6-2-3) 


所 以 对 协 因 数 阵 计算 而 言 (6-2-2),{6-2-.3) 两 式 是 等 价 的 ,下 面 的 推导 就 是 采用 线性 模型 的 
表达 式 。 
附 有 参数 的 条 件 平 差 中 各 基本 疝 量 的 表达 式 轴 
L = 1 
W = AL + W° 
X = X?+ £ = X- NaB МУ 
K =- NW — NB? 
У = QA'K 
L = L+ V 
先 求 以 上 前 三 个 向 量 的 自 协 因数 阵 和 互 协 因数 阵 的 计算 公式 。 按 协 因 数 传播 律 得 
Qu = Q 
Qyw = АОА = Na 
Оқ = NaBINAQww NABNE = NiaB NON NZ BN y 
= NZBTNZBNZ = МЫМ = Мы 
Оу, = AQ 
Qu =- МЫВТМ Ы =- МЫН! МАО =- ОоВТМШАО 
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Оху =- NaB NiQww =- N, BI NIN, =- МВТ = ~ QggBT 
以 下 推导 其 他 向 量 的 有 关 协 因数 阵 ， 

Qk = МОМ + NABQewNE + NaQBTNILT МОВО ВТМ 
= Na — МАВМЫВТМ 2 - NBNMBINa + N2BN2BTN2 
= Na - МИВМЫВТМ = Ni — NBQxxBTNa 

Ок, =- NaQw - NaBQt =- NAQ + NIBNZBTN!AQ 
=- (NZ - NaBNaB' NA)AQ =- ©ккАО 

Оке =- NaQww — NaBQew =- МЕМ, + МӘАВМЫВТМ М, = ~ QkxN,, 

Әк = – М20ух - NuBQyg = УИВМЫ- МОВМШ = 0 

буу = ОАТОққАО 

Оу = ОАТОқ, =- ОАТ ОққАО =- Qw 

Оуу = ОАЛТОқу =- ОА! QrrNaa 

Оух = АТО = 0 

Оук = ОАТОқк 

Qu = Q + Qu + Ой + Qr = ©з Qy Ow + Quy = Q - буу 

Qu = Q + Qu: = Q- Qy 

Qrw - Орт + Өү = QAT т ОАТОқкМ,, = QAT N ВОВ" 

Ок = Qik + Оук -- QAT Quer + QAT Qur = 0 

Ок = Qis + Qik =- QAN ABN; 

бу = © + ду = 0 

现 将 以 上 推出 的 协 因数 阵 的 计算 列 于 到 6- 1, 以 供 查 阅 。 


Ж 6-1 
L w x K | У | L 
L QAT - QATN BQ) - QATQkx - Qy Q - Qw 
一 H@Qse 一 М№..Ӧкк | - М.ОккАО ЕТЕ TAQ 


Мы 0 0 - NZBTNZLIAQ 


= kN ©ккАО 


ОАТОққАО 


- QAT Qk N a 


САТМВФеВ11- ОАТМОВМЫ 


(W. = АОАТ № = БМВ) 


= . E 22 (8 EB Не 2 


在 附 有 参数 的 条 件 平 差 中 ,任何 一 个 是 的 平 差 值 都 可 家 达成 观测 量 平 差 值 和 参数 平 差 值 
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的 函数 。 例 如 ,在 图 6-1 中 ,如 果 要 求 平 差 后 ЛАС 的 角 值 和 中 误差 , 则 由 图 知 , 它 的 函数 式 应 


为 
фі = 180° - X — L s - L. + L, 
若 还 要 求 平 差 后 BD 边 的 边 长 和 中 误差 ,由 图 知 它 的 函数 式 可 写成 
А А sin(180° — L, - Lg- X) 
#2 = Эвр = Sas sinf Le + Lg) 


式 中 Sap、180" 均 为 常量 , 视 为 无 误差 .pi 为 线性 函数 ,qi 为 非 线 性 函数 一般 而 言 ,如 有 一 平 


ERKA 
ф = PLX) 
НЕ BRAAK 
dp = Sar + 5645 = ЕТА, + Flax 


р 
аф 2Ф 292: 


т [00 5 Š 7T - 
Ё T Ба 21.» aL, ШИШ Ea 


按 协 因数 传播 律 得 о 的 协 因数 为 
Qs = FIQIRF + FT дағ, + ЕР + FrQxgF: 
其 中 Qrr Qu = Qk, Өхх 等 协 因数 阵 可 按 表 6-1 中 的 公式 计算 。y 的 中 误差 为 
о; - To af © 


аф aP, аф 
Б ахз ӘХ, Кк 


56-3 ”公式 汇编 和 示例 


一 ,公式 汇编 

附 有 参数 的 条 件 平 差 的 函数 模型 和 随机 模型 
AV +В; + W = 0 
D = 009 = ор! 


W = AL + BXŠ + Ao 


法 方程 
N. K + B£ + М = ü. 
er б! ГИ! £ E 
ВК = 0 
maci ut 
其 解 为 
K =- N (B+ W) 
ғ = ~ NB NW 
% 1 
V = ОАТК 
观测 值 和 参数 的 平 差 值 
Í = L + V 
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(6-2-4) 


(6- 


2- 


22- 


22- 


-1- 
-1- 
-1- 


-1 


5} 


.6) 


7) 


8) 


1) 
3) 
2) 


-9) 


(6-1-10) 
(6-1-13) 
(6-1-6) 


(6-1-14) 


Х = Х®+ + (6-1-15) 


单位 权 方 差 估 值 公式 
КА yI T 
si = РУ - УРУ (6-2-1) 
3.35 #: s B$ Hh Jy 2 ЕЕ 
Dyg = обуу = 6935 (R 6-1) 
ЗР (А РА ЖОЛИ рК ЖО Е АВР Ў HRE 
de = F'di + ҒТахХ (6-2-5) 
Q. = ЕТСЕ + ЕТО,хЕ, + FIQyF + F'QgF, (6-2-7) 
б = og Q (6-2-8) 


ZTA 


例 6-3 6-15 = МЕНЕ ЕНЕ ЯҒ Ж 6-2. 观 测 角 值 ( 同 精度 ) 列 于 表 6-3, 选取 
Z ABD 的 平 差 值 为 参数 允 , 试 按 附 有 参数 的 条 件 平 差 法 对 该 三 角 网 进行 平 差 , 并 求 平 差 后 BE 
边 长 的 相对 中 误 荆 。 
解 :1, 计算 参数 的 近似 值 x° 
еи SacsinL.sin( L, + La) 
Sansin La 


ІҢ X° = 24°34'31.3°, 
2. 列 条 件 方程 不 
ЕЗ ЖІ: 


ті + vrt vr- 3.0 = Ü (a) 
va + us + u + 1.5 = Ü (b) 
ug + Gg + о + 1.6 = Ü (c) 


RAO A 点 为 极 ): 


AB AD AE | sin(Ls + Ly)sinXsinLe -1 
AE AB AD ` 'sin(L;- X)sin(ÍL, + Гайып 
上 式 的 线性 形式 为 


[cot( 工 ; + 1) – со Jus + [eotLe ~ cot( L, + 1) ]тв + cottLs + L+) 一 
cot( + Lejvas — cot( Lg — ХО) ое + [coif L; — X9) + cotX2]£ + ш. = 0 
即 为 
~ 0.99 + 1.342, - 0.342. + 1.095 - 1.10: + 3.29:-4.31-0 (а) 
Bl ЕҢ Sic — San): 
эшш Le + Ls) 
АС sinL ;sinX 


= SaB 


线性 形式 为 
- 0.36: — 1.432, — 1.092, — 1.09 - 2.192 — 0.07 = Ü (e) 
3. J FAAR 
ag = g Smat X - Ls) 
“НЕ AB пЁ +15) 
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线性 形式 的 权 函 数 式 为 


dg т. б5р ” 
= Se? = — 1.462; + 0.3407 + 1.8005 + 1.802 
# 6-2 起 算数 据 
ж ж 
点 名 边 长 Sim) 
X(m) Y(m) 
A 2798372. 451 523925. 867 L 6177.162 
F 
А | 2207.880 
2793886.844 528172.826 


% 6-3 ж =н ее нй 
їй {ОЖ E 
Я в Tñ 点 ОУ 正 % «її, 

1 А 35 1916.2 

2 109 47 28.8 0.9409 3200 – 0.36 

3 D 34 53 12.0 0.5719 5500 + 1.43 

179 59 57.0 

4 | А 470121.8 

5 Е 57 05 04.0 0.8394 7236 + 0.65 

6 р 75 53 35.7 0.9698 4331 + 0.25 

| 28000 01.5 

7 | Е | 5138 11.9 
. — L 

8 | 61 31 30.5 

— — -| -一 
| 66 50 19.2 
9 

180 00 01.6 
1 -| .— 1. 

х? B 24 34 31.3 0.4158 8976 2.19 
5%7 Е 108 43 15.9 0.9470 9224 — 0,34 
9 — x° B 42 15 47.9 0.6725 3869 + 1.10 
6+8 D 137 25 06.2 0.6766 3969 -1.09 

8+ X -5 А 29 00 57.8 0.4850 5469 + 1.80 
С вав = 6177.162 wa = — 4.31" 
Sap = 2307.880 ш, = — 0.07 


4. 组 成 并 解 算法 方程 
法 方程 为 
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3.00 0.00 0.00 0.00 -1.79 0.001 Tk 
0.00 300 0.00 0.35 -1.09 0.00 |% 
0.00 0.00 3.00 -0.35 -1.09 0.0011|% 
0.00 0.35 -0.35 5.29 -2.65 32.29|1|% 
-1.79 -1.09 -1.09 -2.65 4.55 -2.19 ||, 
0.00 000 0.00 529 -2.19 0.00 |, 


[2.4608 0.1988 0.5466 1.6328 2.4481] £ = 0.6930 
5. (6-1-6) 式 计 算 改 正 数 V 


由 此 解 得 
K = 


v = 2,467, о; = 1.58” 一 一 1.04”, = 0.20”, ә; = 一 1.42", 


6 -- 0.28”, v ш - 0.01", әҙ =- 0.34”, = 1.25” 


6. 精度 评定 
单位 权 中 误差 

jo = vax . - [5 42 уву 
FHERR RŽ. 


(6-2-7) RHA ç p 的 协 因数 Qizz = 0.69, 于 是 得 
Sp = бо Gm = 1.83 /0.69 = 1.52 
BE 边 的 相对 中 误差 为 : 


2%, 4, 1.52 1 
Sp o 206265 135000 


7. PHE Г.Х 及 坐标 计算 ( 略 ) 
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Жж ЕЖ 


57-1 间接 平 差 原理 


在 一 个 平 差 问题 中 , 当 所 选 的 独立 参数 文 的 个 数 等 于 必要 观测 数 : 时 ,可 将 每 个 观测 值 下 
达成 这 上 个 参数 的 函数 ,组 成 观测 方程 ,这 种 以 观测 方程 为 函数 模型 的 平 差 方法 ,就 是 冶 接 平 
ж. 

ТЕЎ ЩН Es А НІН ЖЕЗ ЗЕ 0) PR ОЕ 09 57 


L = PX + d (7-1-1) 
平 盖 时 ,一般 对 参数 ХЕ ІҢ Хе, > 
X= X'+ £ (7-1-2) 
RAEL, же 
I= 1 - (вх + а) = 1-1" (7-1-2) 
19 = BX’ + а ИВ AIR ATA {ЕЗИ ИВЕ АИА 23 H kaiq ТАЗЕ УАН 
У = Вғ - 1 (7-1-4) 


ні ЗЕЯ ЈИ , 当 人 参数 不 到 近似 值 时 ,! 表达 式 为 {4-2-18) 式 ,也 就 是 (7-1-3) 
式 中 ХО = 0 的 情形 ,由 于 /i 与 L 只 差 -- 个 常数 项 L? = (ВХ° + 了), 故 其 精度 相同 , 即 D. = р, 
= D,Q, = Qu = 人 Q, 所 以 7 也 称 为 观测 值 。 

间接 平 差 的 随机 模型 为 

D = 240 = др! (7-1-5) 
平 差 的 准则 为 
VIPY = min (7-1-6) 

间接 平 差 就 是 在 最 小 二 蘑 淮 出 查 求 下 求 出 误差 方程 中 的 待定 参数 £ ,在 数学 中 是 求 多 元 

函数 的 极 值 癌 题 。 


一 基础 方程 及 其 解 
设 有 15 个 观测 值 方程 为 


Li + әр- a X, + b X; + --' + HX, + 4, 


L, tu = 43Х1 + Һ,Х; 十 + t, K, + а; 


+ оь F а„Х| + е + + ҺХ, + d, 


Ф 


X = X++ ()-1,2,-4,1), 
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L = L, (а Х | + БХЭ + в ХО Ба) (G -1,2,.-,я) 
则 得 误差 方程 为 


т, = 42,01 t ba tr {i=1,2,.,n) 


令 
ul б 11 
B= аз 6; ta 
а, b, t, j 
У = Гер ш о, |? 
t= [Фу + +T 
£ = [А h ы 
L =[L, 1 1.1)? 
а = [dy а © а, | 
хо = [XY X] с хп 
可 得 平 差 值 方程 的 矩阵 形式 L° = [Lf Дз д] 
V = Bz — 1 L= Ы = {ВХ + a)= 1-14 (7-1-7) 


ЖЕАТСЖБН, КАН» VIRE УТРУ = min 的 要 求 ,因为 :个 参数 为 独立 量 , 故 可 


按 数 掌上 求 函 数 自 由 极 值 的 方法 ,得 
ү 


ауру д 
KPY зутрЭҮ = үтрв = 0 
ах дї 


转 置 后 得 
BTPP = 0 (7-1-8) 
以 上 所 得 的 (7-1-7) 和 (7-1-8) ih ay ЕН Ж n 个 WV 翻 上 个 之 ,而 方程 个 数 志 是 + r 
个 ,有 惟一 解 , 称 些 两 式 为 同 接 平 差 的 基础 方程 。 
解 此 基础 方程 ,一般 是 将 (7-1-7) 式 代 入 (7-1-8) 式 ,以 便 先 消去 v ,得 


ВЇРВе- БІРІ = 0 (7-1-9) 
F 
М = B! P B, W = BT PI 
上 式 可 简写 成 
Nyt- W = 0 (7-1-10) 
式 中 系数 阵 Ма ЖАРЫН R Na) = т, 有 惟一 解 , 上 式 称 为 间接 平 差 的 法 方程 , 解 之 得 
£ МИ (7-1-11) 
或 
і- ӨВТРВУЗВІРІ (7-1-12) 
将 求 出 的 4 Ç ЗЕ ОГ (7-1-7), Bln КФ ШЕ V A Tu 35258 ЖЕ 
L = L + V,K = X) + + (7-1-13) 


寺 别 地 , 当 P 为 对 角 阵 时 , 即 观 测 值 间 相互 独立 , 则 法 方程 (7-1-10) 的 纯 量 形式 为 
103 


[ baa 121 + [раЬ\®; í + t [ pat |z, = | ра!) 
[pab]ti + [phd le + - + [р], = [рЫ] 


а (7-1-14) 
рая, + { ры) + ірніз, = [pa] 
тув) МЕ Te 25 E R E 25 AHHA E 


1. 根据 平 差 问题 的 性 质 ,选择 上 个 独立 量 作为 参数 ; 
2. 将 每 一 个 观测 量 的 平 差 值 分 别 表达 成 所 选 参 数 的 通 
数 ,车 函数 为 非 线 性 , 则 要 将 其 线性 化 , 列 出 误差 方程 4 


(7-1-7); 

3. 由 误 盖 方程 系数 如 和 自由 项 ! 组 成 法 方程 (7-1-10)， 
法 方程 个 数 等 于 参数 的 个 数 z; 

4. 解 算法 方程 , 求 出 参数 ,计算 参数 的 平 差 值 义 = x° 
+ 2; 


5. 由 误差 方程 计算 VV, 求 出 观测 量 平 关 值 L = L + У, 
例 7-1 在 图 7-1 所 示 的 水 准 网 中 ,已 知 水 准点 A 的 高 程 
为 На = 237.483m, 为 求 BB、C.DD 三 点 的 高 程 ,进行 了 水 准 测 量 , 测 得 高 差 和 水 准 路 线 的 长 


E S ,其 结果 见 表 7-1, 试 按 间 接 平 差 求 定 B.C.D 三 点 高 程 的 平 差 值 。 


# 7-1 


KERS i ДИЙ 2 L; BREES, 
(m) (km) 
1 5.835 3.5 
2 3.782 2.7 
3 9.640 4.0 
4 7.384 3.0 
5 2.270 2.5 


解 : 按 题 意 知 必要 观测 数 1 = 3, 选 取 BCD ERREA A, 为 参数 。 


а) 列 误 差 方 程 

根据 图 7-1 所 永 的 水 准 路 线 写 出 5(= n) 个 平 差 值 方程 
Litn = Ху - Ha 
L+ v=- K) + X; 
Li + vi= х, -H | 
L, + u, = Xa- Š; 
Ls + us = Ху - НА 


将 观测 值 移 至 等 号 右 侧 , 即 得 误 益 方程 
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vi = Ж, - (HA + Lı) 


vu = — K, + X, - L, 
v3 = K, — (Ha + Ls) 
va = Š, - K; - L, 
©з = K; — (H, + Ls) 


将 观测 高 差 和 已 知 点 高 程 代入 上 式 , 即 可 计算 误差 方程 的 常数 项 ,此 时 ,这 些 常数 项 将 很 大 ,这 
对 后 续 计 算是 不 利 的 。 为 了 便于 计算 ,应 选取 参数 的 近似 值 ,例如 令 


XI = Н, + L. 
пзш ы 
X? = Н, + Ls 


这 样 ,后 续 计 算 求 定 的 只 是 未 知 数 近 似 值 的 改正 数 21.22.23 ПЕ ЕЛІ ЕЖ: 
K, = Х += £, + H, + L. 
K, = X} + z; = моны 
Ху = X1 + 2, = f+ HA + Ls 


将 上 式 代 入 误差 方程 ,得 


түш ү +0 
v, =- £ + 4; + 23 
оу = Êz +0 
24 = Жу = £, 14 
05 = їз + Ü 
按 (7-1-7) 式 写 成 矩阵 形式 
УІ 1 0 O 0 
У; -1 1 0 [а - 23 
Val= 10 1 0 А 0 
Va 0 1 -Ts 14 
V; 0 0 1 0 
(2) 组 成 法 方程 
取 10km 的 观测 高 差 为 单位 权 观 测 , 即 控 
定 权 ,得 观测 值 的 权 阵 
2.9 0 0 0 0 
0 3.7 0 Ü 0 
Р= 0 0 2.5 0 Ü 
0 Ü 0 3.3 0 
0 Ü 0 0 4.0 


(7-1-9) 式 组 成 法 方程 为 
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6.6 -3.7 07.5 85.1 
-3.7 9.5 -3.3||2;]- wala 


0 -3.3 73414] 1-462 


(3) 解法 方程 

£ í = 11.75mm, 3 = – 2.04mm,z#s = — 7,25mm 
(4) HARER 
将 £ 代入 误差 方程 ,计算 观测 值 的 改正 数 得 

V, = 2mm, V, = 9mn Уз =- 2mm, Va = - 9mm, V; = — 7mm 

(5) 计算 平 差 什 
参数 平 差 值 让 = X + + 

X, = 243.330, X, = 247.121m, X, = 239.746m 
观测 值 的 平 差 值 L = L + v 

L, = 5.847m,L, = 3.791m,L, = 9.638m, L4 = 7.375m, Ls = 2.263m 
例 7-2” 题 同 例 5-3, 试 按 向 接 平 差 确定 图 5-3 中 A.C 2 EJ В 3548 , 
解 : 按 题 意 1 = 2, 选 取 1.1, 的 平 差 什 为 参数 , 即 = Xil = Ха. TFH = 4 个 观测 
rE: 


от K, 
{+ us = X, 
is + va = Á; 


latu = X + X; 


Ф K, = XI + tifa = Аў + 2, X] = 11, Х = 12, 并 用 观测 数据 代入 ,得 误差 方程 为 


v = fi 
т 一 Èa 
Uz = Ëa 一 2 


常数 项 的 单位 为 cme 
令 100m 量 距 的 权 为 单位 权 , 即 р, = 190 РЯ ру = 0.50, pa = 0.33, ру = 0.33, pa = 
0.20, 


组 成 法 方程 为 
0.70+, +0.20®,— 0.60 = 0 
0.2021 + 0.86z, - 1.26 = 0 
解 得 
£, = 0.470т, +; = 1.35em 
ХЕРА 


1, = 200.0147т,1 = 300. 0635 
іу = 300.0635т, і, = 500.0782m 
ЕНЕҢ 5-3 条 件 平 差 的 结果 相同 。 
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一 个 平 差 问题 ,无 论 采 用 条 件 平 益 还 是 间接 平 莽 ,其 最 小 二 乘 解 是 惟一 和 一 致 的 , 即 它 与 
采用 的 具体 平 差 方法 无 关 。 


57-2 误差 方程 


本 节 讨 论 间 接 平 差 锁 数 模型 的 建立 方法 , 邑 误差 方程 的 组 成 。 误 差 方 程 的 个 数 等 于 观测 值 
的 个 数 ” ,其 中 所 设 和 参数 的 个 数 必 须 等 于 必要 观 训 的 个 数 1 ,而 且 要 求 1 个 参数 必须 是 独立 的 ， 
即 所 选 参数 之 间 丰 存在 函数 关系 。 

下 面 靖 述 经 常 遇 到 的 几 种 间接 平 差 函 数 模 型 ,说 明 其 组 成 误差 方程 的 方法 。 这 些 模 型 是 以 
测 方向 、 测 角 和 测 边 的 三 角 网 平 差 模型 ,以 数字 化 坐标 为 观测 信 的 拟 合 模型 ,多 项 式 回 归 模 型 
улла ыы а ль 


一 、 测 方向 三 角 网 函数 模型 


在 图 7-2 中 ,ji ХАҰМың,АЯА ХЕЛЕН, 1, 为 其 观测 方 
向 值 ,jo 方向 为 测 站 ; 在 驱 测 时 度 盘 置 零 方向 ( 非 观 测 值 ) ,之 , 为 j 
站 的 定向 角 , 即 零 方 向 的 方位 角 。 

每 一 个 测 站 有 一 个 定向 角 ,它们 是 方向 坐标 平 差 中 的 未 知 参 
数 , 设 其 平 差 值 为 乞 。 由 图 7-2 可 得 Ë 

La + u = ар - Z, (7-2-1) 
HEAR ;k 方向 的 误差 方程 

Up = Z, + ón - Ln (7-2-2) 
式 中 as Ў ЈЕ J) B9 ЫҒЫН 

设 站 两 点 均 为 待定 点 ,它们 的 近似 坐标 为 XX、Y 和 X Ү 
根据 这 些 近 似 坐 标 可 以 计算 ;两 点 间 的 近似 坐标 方位 角 a%、 近 似 边 长 Sh 和 和 定向 角 的 近似 
E 如 。, 设 这 两 点 的 近似 坐标 改正 数 为 a ЖІ.2,.9,. PR 
K = Xi +», K, = Xš +з, 
Жон ЖИ 

由 近似 坐标 改正 数 引 起 的 近似 坐标 方位 角 的 改正 数 为 de BR 

ад = аъ ба, (7-2-4) 
现 求 坐 标 改正 数 t у, Ж.-к 与 坐标 方位 角 改正 数 ajs 之 间 的 线性 关系 。 
根据 图 7-2 可 以 写 出 : 


(7-2-3) 


(Yt + 9) — (Y? + $) 
(X° + £) — (X + z;) 


ёр = arctan 
将 上 式 右 端 按 台 劳 公式 展开 ,得 
- ү - yY? да, да, _ дав К 
аф = arctan ау) + 5% |, + ВЯ + (а) ғ (5% |» (7-2-5) 
等 式 中 右边 第 一 项 就 是 由 近似 坐标 算得 的 近似 坐标 方位 角 co ,对 了 照 (7-2-4) 式 可 知 
дад Ban 2 да \ 。 
бол = Ез |, + КАЕ t (23 ) Pet (5 g) (7-2-6) 
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式 中 


Yi- Y? 
ба). D - yy АҮ 
Kh p ЕТЕРЛ О XD + СҮТ YD: 7 (5%) 
0) _ Ü 
X} ~ X? 
ТЕСЕ 
да, AX’ 
дал) _ Ж (7-2-7) 
(29) == оа | 
ЕЗБЕ 
ах}, (5%, )° 
ЕЗ БЕЗ 
gY, G (5%) 


将 上 列 结 果 代 人 (7-2-6) 式 , 并 顾及 全 式 的 单位 得 
PAY РАХ AT АХ 


дек 一 + T, — ФЬ + -2- 
“С (5% (Sky (Sky ЕКСЕҢ (7-2-8) 
或 写成 
"sina? "cosa? "sina? “cosa? 
дед = Ce Oy ,+ (7-2-9) 
5а 5» 5ш 
ж 
PAYA psinag 
аз = = = — (7-2-10 
jk (5%)? 5%, ) 
РАХ > р соза 
А Беткей 2 {7-2-11 
SS s ) 
则 有 
бар - ажЕ, + 8,4; 一 ақ - бб (7-2-12) 


E aR КАТЕ НАН fi pk ТЕ ЖЕГП) — RERA, ЖАЖА А W I Е В 
ба 以 秒 为 单位 。 
将 (7-2-12) КИЙ 


Z = Zt + x (7-2-13) 
代入 (7-2-2) 式 , 即 得 jk 方 向 的 误差 方程 。 
Up =- $; t apt, t bay ar — бадр — Ü (7-2-14) 
式 中 常数 项 
la = La (а ~ 7%) = La — Lh (7-2-15) 


L% Ajk ЫЛЫ ТАЛ ЗЕ Jy E By W ШОЛ! ЫЗА {ЕГ ЖАЛЫН. 
网 中 各 测 站 上 的 每 一 方向 都 可 建立 如 (7-2-14) 式 所 示 的 误差 方程 。 
测 方向 坐标 平 差 的 误差 方程 具有 如 下 特点 : 
(1) 误差 方程 中 的 参数 除 待定 点 坐标 平 差 值 之 外 , 尚 有 测 站 定向 角 平 差 值 。 测 且 在 每 个 测 
站 的 误差 方程 中 , 仅 出 现 本 站 的 定向 角 平 差 值 ,各 测 站 不 周 , 网 中 所 有 测 站 均 存 在 一 个 定向 角 
平 差 值 参数 ,其 系数 均 为 - L. 
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(2) ңы) fü k BARA REAT, ТЕП Йй ЛЕК АЖК SK B AH F, БУНУ НЬ 
坐标 未 知 数 的 系数 的 为 零 , 即 为 (7-2-14) 式 。 
(3) Жу БАА, £, = y = 0,48 
PAYS g Ax’ 


_ PÊYp оза. 7-2-16 
б» Coy ttt (Sky, | { 
请 方 向 的 误差 方程 变 为 
Va 5 2, apt ~ баб T ia (7-2-17) 


EREA k 为 已 知 点 , 则 2, = 5, = 0, 得 
pA Yh оАХ Ë 


ea =t (бугы (shyy (7-2-18) 
证 方向 的 误差 方程 为 
ті = 一 z, + a =Ë, + bos, 一 ГА {7-2-19) 
(4) тылына жад, MJ z = 3, = б,®, = э = 0,+ E 
до, = Ü 
故 
u == Š, — Lk (7-2-20) 


(5) 同一 边 的 正 反 坐标 方位 角 的 改正 数 相等 ,它们 与 坐标 改正 数 
的 关系 式 也 一 样 。 这 是 因为 


“AY, “АХ? "АҮ? АХ 
“ = Atg _ e ky б 起 全 十 P А қ 
боз = (504% (5897 (5097 (559 
与 (7-2-8) 式 相 对 照 ,并 顾及 AYya = – ДУХ AXI, =- АХФ , 即 知 
даь, = ба (7-2-21) 


17-3 在 图 7-3 中 ,4.B、C 为 已 知 坐 标的 三 个 控制 点 ,加 密 待 
定点 卫 , 起 算数 据 列 于 表 7-2, 在 四 个 测 站 上 共 观 测 10 个 方向 ,观测 值 
列 于 表 7-3, 试 以 D 点 坐标 为 平 差 参 数 , 列 出 其 误差 方程 。 


ж 7-2 


10 501.92 
5 705.03 
14 711.75 


13 737.37 
8 986.68 
6 642.27 


6 751.24 
9 306.84 


225 16 38.1 
104 35 24.3 


方向 观测 值 


А т 


0 00 20.0 
30 52 44.0 
49.0 
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方向 观测 值 


解 : 本 题 n 
4 个 测 站 定向 角 , 故 必要 观测 :1 =2+4=6。 

(1) 由 已 知 点 B.A ЖШ = Lu - Lys 
近似 坐标 


xb 


cotLa + сой ің 


_ XatotLyg + XpgcotLa - Yp + Ya 


YacotLg + Унсо д + Хв - Ха 


10,1 个 待定 点 ,必要 观测 为 1x2 = 2。 田 外 在 方向 观测 的 情 帝 下 ,还 需 确 定 


La = Ly- Le 按 余 切 公式 计算 待定 点 DD 的 


= 10 122. 12m 
{7-2-22) 
= 10 312.47т 


Y$ = 
cotLa + сої в 


(2) 由 已 知 点 坐标 和 待定 点 近似 坐标 计算 待定 边 的 近似 坐标 方位 角 а AERAR 57,2 


FR 7-4, 
(3) 计算 坐标 方位 角 改 正 数 方程 的 系数 ( 见 表 


7-4)。 计 算 时 50. АХЛУ? EJ) m 为 单位 ， 


而 fp ӘНЕ Т, ЖЕН dm 为 单位 。 对 于 已 知 边 , 因 да = 0, 故 不 必 计算 * 对 本 例 而 言 ,只 


要 计算 三 条 边 的 坐标 方位 角 改 正 数 方程 ,它们 是 


š А ҮА Фр =: е АХА 
аға = (542). 10 5 (SS): 1092 
pA Yin AX bB А 
- z LOA 7-2- 
дарн (SS l. 1020 (Sia)? 19327 (7-2-23) 
A Yc е АХс 
барс = со у. 1072 (50). 1077 


ба 的 系数 ( 秘 dm) 


近似 坐标 方位 第 a° 


方向 АХ (m) 105%) (7) 近似 边 长 S my) М 
а 

РА 211.35 |2 252.10 4 745 256 09 22.0 + 1.04 

1 311.10 3 620 2 59 54.0 - 5.69 


3615 
- 3 480 


5 609 


3 146.104 


128 20 39.0 


ж 
a = PAY’ 一 psina’ 
(597.10 S°. 10 
b=- PANO - б сова”. 
(59%)2 -10 59.10 


(4) 计算 各 测 站 定向 角 近 似 值 Z ,公式 为 
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аб, ш La) 
2) = —— (7-2-24) 


п; 


AP я, 为 在 浏 站 7 上 的 观测 方向 数 ,例如 ,在 本 题 中 ,对 于 测 站 4 , 定 应 角 近 似 值 计算 式 为 


(adp - Le) + (afp = і.) + (а - La) 
3 


2% = 


(5) 按 (7-2-15) 式 计 算 误差 方程 的 常数 项 
ie = La т (а T 29 = Le — 15, 


结果 列 于 表 7-5。 


38 7-5 


方向 观测 值 近世 方位 角 


00 00.00; 128 20 39.0 
48 41.21256 09 22.0 
59 59.0 


(6) 由 表 7-4 Ф а, WR 7-5 中 的 1 可 按 (7-2-14) RAREN ІН ТЕЗЕ yE 
ор =- #р %2.884р + 2.289, + 0.53 


v, =- tsp- 4.22®р + 1.049р + 2.33 
ту =— ёр + 0.30®р - 5.699 — 2.87 


v, =- с +0.75 
vs =— 5 %2.882р %2.289р - 0.75 
Ve = — fa +0.97 
ту =— $, — 4.222р + 1.049, +0.87 
vg = Êa — 1.83 
24 -- 2, + 0.3502, — 5.699, +0 

уур = — Êy +0 
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二 、 测 角 网 函数 模型 


观测 值 为 角度 ,参数 为 待定 点 坐标 的 平 差 问题 , 称 为 测 角 网 人 
标 平 差 。 

在 图 7-4 中 ,观测 角度 L jhk 均 为 待定 点 ,参数 为 (2,，" 
92.05, Y.) (K. Y.) ЕХ = Х,У = Y + yo 对 于 角度 
L;, 其 观测 方程 为 


Lit vi = а-а, (7-2-25) 
将 & = а + до RA, HS 
{= l- (а% = в) = 1-14 (7-2-26) 
即 观 测 角 减 去 其 近似 角 值 就 是 常数 项 7 , 代 人 上 式 得 
ът = дад — да, - 4; (7-2-27) 
这 是 由 方位 和 角 改 正 数 表示 的 误差 方程 。 


将 方位 角 改 正 数 表达 为 坐标 改正 数 可 和 以 利用 前 画 导 出 的 (7-2-8) 式 或 {7-2-12) 式 ,将 其 
代 人 (7-2-27) 式 , 即 得 测 角 网 举 标 平 差 的 误差 方程 : 
„IAY? АҮ „ГАХ! АХ“ 
Ыс И саси 


АҮ% A XŠ, AY A XŠ 
А ы + о" 一 一 上 和 + “Буй ЕНЕР SAE = 1, (7-2-28 
P SP 0 (90) e (SRP (sh) ) 


о, = (ag а), + (би — ba)9, - at; — быўу + apta + bas — dli (7-2-29) 
实际 上 АЕ ВЕТО ВОЈ Е, А УРИ ЖЖ 分 别 列 出 误差 
方程 (7-2-14) 式 , 然 后 将 两 个 方向 的 误差 方程 相 三 ,v= тш — оң Й 
得 (7-2-29) 式 。 和 角度 不 存在 定向 角 参 数 ,而 测 方向 值 是 不 定 的 ,依赖 于 
度 盘 的 零 位 置 ,所 以 必须 引进 定向 信和 参数 以 固定 方向 值 .从 而 才能 与 点 14 
的 坐标 建立 函数 关系 ,这 是 测 角 网 与 测 方向 网 误差 方程 的 不 同 之 处 。 

如 果 三 角 网 是 按 方向 观测 的 ,应 采用 测 方向 的 坐标 平 差 , 若 要 按 角 
度 平 差 , 风 其 观测 角 由 相 邻 两 方向 观测 值 之 差 求 得 ,一 个 测 站 上 的 多 个 
观测 角 之 则 相关 ,严密 的 平 差 要 顾及 其 相关 权 阵 。 

017-4 在 图 7-5 所 示 的 网 中 , 同 精度 测 得 六 个 角度 Li, L. o 
Lo BUR А.В. СИС 7-3 中 的 表 7-2) ,角度 观测 值 列 
于 表 7-6, 试 列 出 测 角 网 坐标 平 差 的 误差 方程 (此 例 起 始 数 据 和 观测 


数据 取 自 例 7-3)。 
# 7-6 
观测 值 L. WWM L. 
1 106 50 42.2 28 26 05.0 
2 30 5244.0 127 48 41.2 


23 45 16.2 


42 15 39.1 
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a vy 


RCR D 点 近似 坐标 , 见 例 7-3(7-2-22) Ж 


ХФ = 10 122.12m 


Yb = 10 312.47m 


(2) 接 已 知 点 坐标 及 待定 点 近似 坐标 计算 各 边 的 近似 方位 和 аб, 近似 边 长 S, 并 按 
(7-2-10).(7-2-11) 式 计算 误差 方程 系数 a .2。 其 值 列 于 例 7-3 的 表 7-4。 


根据 表 7-4 的 数据 可 以 写 出 待定 边 的 举 标 方位 角 改 正 数 方 程 
= дадр = -- 4.22%р + 1.04%һ 


ба Da 
ба DB 


барс 


= давр = 0.307 = 5.699р 
一 arp = 2.88} + 2.289 


(з) 参照 图 7-5 列 出 观测 值 方程 : 


Li 十 w 


La + va 


Ls + vs 


le = 


= арв “дра. [4 + 
= ар 一 
= бра 7 йнр• 


将 & = а + да 代 人 上 式 后 可 得 


йл, La 十 


v = дарр — бард Í; 
Vy = даар -h 
тз =— дарр - i3 
va =— балр = la 
vs = дард — дере - 45 
ve даср 一 {6 


Li- (ahs 一 aba) = 工 1 一 ІЛ 
L, - (ар — eag) «1-12 
Ls — (apa — ofn) = Ls = L$ 
Га 一 (алс т а%р) = L, 一 L$ 
Ls 一 (apa 一 афс) = 工 5 一 L5 


工 6 一 {ать - асд) = Li 一 Lá 


та = йдс 一 
Us = дра 一 


La + 06 = ср 一 


Фар 
арс 


асл 


将 (2) 中 算得 的 坐标 方位 角 改 正 数 方程 .近似 及 已 知 的 坐标 方位 角 值 和 观测 值 代 人 上 式 , 得 误 


差 方 程式 


‚| 
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Us 


Vé 


= 4.522p — 6.739) - 5.2 
=- 4.227р + 1.049 — 0.1 
= - 0.302; + 5.5996 + 0.0 
4.222р- 1.04$; - 2.7 
- 7.10®р — 1.2490 + 1.8 
= 2.8825 %2.289р- 1.5 


Ш 


如 果 把 属于 同一 个 三 角形 的 三 个 误差 方程 求 和 ,其 未 知 数 部 分 自 相抵 消 ,而 常数 项 之 和 就 等 于 


该 三 角形 的 闭合 差 反 号 。 


为 了 后 例 7-7 的 需要 ,对 此 俩 继续 往 下 计算 。 
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(4) 组 成 法 方程 , 求 参数 及 观测 量 的 平 差 值 。 


由 误差 方程 组 成 法 方程 
4 РИ | АНЕ 
-25.53 86.57 $p - 32.05 
解 算法 方程 ,得 
£p = 0.393dm 


ӛр = - 0.254dm 
代入 误差 方程 计算 观测 值 的 改正 数 和 平 差 值 , 并 计算 待定 点 D 的 坐标 平 差 值 ,得 


- 1.7 [106 50° 40.57 
-2.0 30 52 42.0 
-1. .5 | Хр = 10 122. 

y= 1.6 L- 42 16 37.5 Ко 16m 
- 0.8 28 26 04.2 | Y, = 10 312.44m 
-0.7 127 48 40.5 
- 0.9), |23 45 15.31. 

Ер а 


在 图 7-6 中 , 测 得 待定 点 间 的 边 长 工 ,, 设 待定 点 的 坐标 平 差 值 文 Y 
X, 和 Y, 为 参数 , 令 
X, 
Хь = Xt + tp Y, = Ү + Sh. 
由 图 7-6 21 L, 的 平 差 什 方程 为 


L, = L. + u = / (KR + ( Y, У) 


X+ aY = Y+ $, 


按 台 劳 公式 展开 ,得 
АХ? A YŠ 
L; + > = Su 十 (T, ®,) + (9 9) 
5» 5% 
式 中 
АХУ, = X} - X’, AY% = Yi- Yi 
5%, = V(X ХО) + (Y$ YY 
再 令 


L = L, = 59 
则 由 (7-2-31) 式 可 得 测 边 的 误差 方程 为 


AX, AY% AX, АҮ 
3, + £, + 9 4 
5% 7 St, ! 5% f 5% қ 


Жажа 4 项 之 和 是 由 坐标 改正 数 引 起 的 边 长 改正 数 。 


v 7T 


ІН 7-6 


(7-2-30) 


(7-2-31) 


(7-2-32) 


(7-2-33) 


(7-2-33) 式 就 是 测 边 坐 标 平 差 误差 方程 的 一 般 形式 , 它 是 在 假设 两 端 都 是 待定 点 的 情况 


于 导出 的 .具体 计算 时 ,可 按 不 同情 况 灵 活 运用 。 


(1) 若 某 边 的 两 端 均 为 待定 点 ,出 (7- 2-33) 式 就 是 该 观测 边 的 误差 方程 式 中 ,名 与 p, 的 系 
数 的 绝对 值 相等 , 与 加 的 系数 的 绝对 值 也 相等 。 常 数 项 ! 等 于 该 边 的 观测 值 减 去 其 近似 值 。 
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(2) j 为 已 知 点 , 则 2, — y, — 0, 得 


ü 
v = t + gs -4; (7-2-34) 
ЕЛЫ. = 3, = 0,48 
ИЕ АХА, АҮ _ |. 
u 5% =J 5%, Уу z (7-2-35) 


车 j、 均 为 已 知 点 , 则 该 边 为 已 知 边 ( 不 观测 }, 故 对 该 边 不 
需要 列 误差 方程 。 
(3) 某 边 的 误差 方程 , 按 je 向 列 立 或 按 上 向 列 立 的 结果 相 
同 。 
例 7-5 同 精度 测 得 如 图 7-7 中 的 三 个 边 长 ,其 结果 为 
L, = 387.363m 
L; = 306.065m 7-7 
Із = 354.862 
已 知 点 А,В,С 的 起 算数 据 列 于 表 7-7. 试 列 出 误差 方程 并 求 平 差 值 。 


#7-7 
ЖО $ (m) 方位 前 
边 长 (m) 
点 名 2 
x Y 5 , 
А Í 2692.201 5 203.153 
603.608 186 44 26.4 
B 2 092.765 5 132.304 
| 545.984 77 32 13.3 
c 2210.593 | 5665.422 
M 667.562 316 10 25.6 


解 :(1) БЕ: = 2, 选 择 待定 点 卫 的 坐标 Xp 和 了 p 为 参数 ,其 近似 
值 X$ 和 YU 由 已 知 点 A、B 和 观测 边 L L 交会 计算 而 得 。 图 7-8 中 ， 
ЮА Z BE ABD 底 油 AB 上 的 高 ,i 为 Li Ж AB 上 的 投影 。 得 
L? + АВ? - Li 


2 
= — = 348. 
і 2 АЁ 348.502 
h = 3/12 1° = 169.105 
созады = ы = — 0.9930882 


Ән” 


: У 
singag = ТИ = ~ 0.1173758 


按 此 ,计算 待定 点 D TAERA 
XY = X, + Гсоѕадв + hsinaag = 2 326.259m 
YY = Үл + zsinaap — heosaan = 5 330. ы 
(D 根据 近似 坐标 和 已 知 点 坐标 列 出 误差 方程 的 系数 和 常数 项 ,并 组 成 误差 方程 。 
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Yi- Y, 近似 过 长 58° 


2% (m) (m) (m) 
AD | -365.942 127.031 387.363 - 0.9447 0.3279 0 
вр 233.404 197.880 306.065 0.7629 0.6465 0 


115.666 ~ 335.238 354. 621 


H Ж 7-8 的 最 后 三 列 数 值 , 写 出 误差 方程 


- 0.9447 0.3279 
ү = 


0 
0.7629 0.6465 |+ – | o 
0.231 


0.3262 —0 9453 
式 中 ,2 = [fp. 9]. 


四 、. 氢 合 模型 


拟 合 模型 是 测量 平 莽 中 常 遇 到 的 一 种 特殊 的 函数 模型 .前 面 所 述 的 测 角 网 . 测 边 网 等 其 画 
数 模 型 中 所 描述 的 观测 数据 与 未 知 量 疤 的 关系 是 具有 确定 性 的 , 即 是 一 种 确定 性 的 亢 数 模型 。 
而 拟 合 模型 则 是 一 种 函数 逼近 型 或 是 统计 辐 归 模型 -用 一 个 郴 煞 去 齐 近 所 给 定 的 一 组 数据 ,或 
者 利用 变量 与 变量 之 间 统 计 相 关 任 质 给 定 的 阿 归 模型 都 属于 这 里 所 说 的 拟 合 模型 。 
十 面 举 两 例 说 明 拟 合 模型 误差 方程 的 组 成 。 
1. ЕНЕМЕ, ЕЕ 个 点 的 数字 化 验 测 值 (XX,, ҰОС = 1,2,… ,nt) , 设 为 等 
权 独 立 观测 , 试 求 该 加 的 曲线 方程 。 
由 于 数字 化 观测 值 育 误差 ,mm 个 点 并 不 在 同一 圆 曲 线 上 ,项 要 在 这 些 观测 点 上 拟 合 一 条 
BEARR ,这 就 是 拟 合 模型 问题 。 
圆 曲线 的 参数 方程 以 平 差 值 表示 为 
Х = Xo т fcosa 
А А | | (7-2-36) 
= Y, + Рвіһй 
ТЕЛЕ ЛЕК ЗЕН,» Ma 分 别 为 半径 和 矢 径 方位 角 的 平 差 值 ,它们 为 平 差 的 未 
Д, ЕВ л -2т.і = 4. 
Ф X, = X,+ V, Y, = Y; + u, 
r = rŠ + ór = a° + да 
Ki = Xo + 2o Ya = Ү + $o 
将 上 式 线 性 化 ,最 后 得 误差 方程 为 


v, = Жо + соза ór — r’ 


Я sina) да _ і 
i б f 


(7-2-37) 
0 


| до 
о, = $ + sina) Br + r) cosa P: - 1, 


жар 
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L = X, - (Х + r cosa?) = X, - X! 
| (7-2-38) 


iy = Y, — (Үр + rosinao) = Y, — Y? 

2. 在 摄影 测量 中 ,数字 高 程 模型 .GPS 水 准 的 高 程 异常 拟 合 模型 等 , 常 采用 多 项 式 拟人 台 模 
型 ,已 知 m 个 点 的 数据 是 (2Z,, any) G = 1,2, ,mm) ,其 中 Zi 是 点 i 的 高 程 (数字 高 程 模 型 ) 
或 高 程 异常 CGPS 水准 拟 合 模型 ), Cey) 为 点 i 的 举 标 , 视 为 无 误差 ,并 认为 Z ЖАЙ Ж 


Z = (х,у). ЕЖ ЮУ 


2 = фо ж biz + bayt baz" + балу + бау? (7-2-39) 
式 中 2, = Z; + vz ;未知 参数 为 和 0 bs (zi, y) 为 常数 , 则 其 误差 方程 为 
vz = bo + zÀ) + уда қаша туда + ybs- 2; (7-2-40) 
也 可 取 一 次 项 或 更 高 次 项 。 


五 .坐标 转换 模型 


在 利用 手工 数字 化 仪 采 集 GIS 数据 中 ,往往 由 于 数字 化 仪 坐 标 系 与 地 面 坐 标 系 不 一 致 及 
图 纸 变形 而 产生 系统 误差 ,为 了 消除 此 误 效 ,通常 是 根据 已 知 地 面 坐标 的 控制 点 和 格 网 点 采用 
平 商 相似 变换 法 进行 处 理 。 

在 工程 测量 中 , 当 需 要 将 地 方 性 独立 控制 网 合并 到 国家 网 或 其 他 新 测量 的 控制 网 上 时 ‚ДЕ 
和 匡 进行 平面 坐标 转换 。 为 进行 平面 坐标 转换 ,需要 有 一 定数 其 的 公共 控制 点 ,这 些 公共 点 应 具 
有 两 个 坐标 系 中 的 双重 坐标 。 

设 有 某 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 (x, у). EIH E 
标 系 中 的 坐标 为 (zl ,yi), 见 图 7-9。 旧 坐标 系 原点 在 新 
坐标 系 中 的 坐标 为 (zo,yo) ,为 将 旧 网 合理 地 配合 到 新 
网 上 , 需 对 有 旧 坐标 系 加 以 平移 .旋转 和 尺度 因子 改正 ,以 
保持 但 网 的 形状 不 变 。 

已 知 新 昌 坐 标 系 的 仅 标 变换 方程 为 


Y 


x; = хо t хипсоза 一 утепа 
| o (7-2-41) 
y; = yo t уұитсова + zmsina 
RP т 为 尺度 比 因子 ,e 为 旋转 因子 。 
令 
а = хо b = yo с = тсоѕа d = msing 


则 (7-2-41) 式 可 写成 


z; = a + ze- м 
(7-2-42) 


y; = b + ус + у 
AP abod 为 所 求 的 未 知 量 , 即 平 差 参 数 。 
设 两 坐标 系 中 有 个 公共 点 Czi,y;) 各 (zi у), = 122: 令 新 坐标 系 的 坐标 为 观测 
信 , 上 日 坐标 系 中 坐标 设 为 无 误差 , 则 可 列 出 误差 方程 为 
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! 1 0 ү - yi zı] 
Е 0 1 уу “I Уі 
V 1 Ü 23 - уз & т 
+ А ñ 
Uy, = | 0 1 > т3 СЕЕ 
А . ё 
ЕЕ 
Va 1 0 т, T Yu г 
Yy, 0 1 У Ea - Land 
或 
"2 = B, Х 7 КА (7-2-43) 
573 精度 评定 
一 .单位 权 方 浆 的 估 值 公式 


间接 平 差 与 条 件 平 差 虽 采 困 了 不 同 的 函数 模型 ,但 它们 是 在 相同 的 最 小 二 生 原 理 下 进行 
的 ,所 以 两 种 方法 的 平 差 结果 总 是 相同 的 ,这 是 因为 在 满足 YIPY = min 条 件 下 的 V 是 惟一 
确定 的 , 故 平 差 值 上 = L + V 不 因 方 法 不 同 而 异 。 

单位 权 方差 ci 的 估 值 中 ,计算 式 仍 是 V PV 除 以 其 自由 度 , 即 


T 7 Тр 
= УРУ 2 Ру (7-3-1) 
HR ie ИЕГЕ] 
pe p: 
bo = УРУ (1-3-2) 
计算 ViPV, 可 将 误差 方程 代入 后 计算 , 即 
VIPV = (Bê - І)ТРУ = £'BIPV - [TPV 
顾及 (7-1-8) 式 ВТРУ = 0,19 
ҰТрУ =- ITP(B+# -1) = (IB (PB 
考虑 TPB = (ВІРІ), 
VIPV = [Ты — (BTPI)T£ (7-3-3) 


二 、 协 因数 柬 


在 间接 平 差 中 ,基本 向 量 为 工 ( 门 ,有 (8),Y ML. Qu = Q.B(4.3-9) AA, = L 
— F(X") = L- 19,19 = FCX?) 是 由 近似 值 计 算 的 函数 值 , 故 F(X5) 对 于 讨论 精度 将 不 产 
生 影响 ,此 外 ,由 定义 知 ,名 = X° + р, Qan = Qu 因此 下 面 在 与 人 有 关 的 协 因 数 阵 中 , 均 
将 + 5х, 
下 面 推 求 各 基本 向 量 的 白 协 因数 际 和 两 两 向 量 前 的 站 协 因 数 阵 。 
B ZT = (LTT VTL, W Z 的 协 因 数 阵 为 
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Qz = 


Өт, (бик Оу Qu 
式 中 对 角 线 上 的 子 和 矩阵 „ДЖ Жш а вун УКЕ ЖС, ЧЕЗ А ЕКЕН HL E Ж 
阵 。 已 知 О,Ж 0,2 


基本 向 量 的 关系 式 已 知 为 
L = i+ LŠ (7-3-4) 
+ = МУВТР! (7-3-5) 
V = Вт - 1 (7-3-6) 
L= L+V (7-3-7) 
由 前 三 个 式 子 , 按 协 因数 传播 律 很 容易 得 出 : 
Әп = 9 
Охх = МЬВТРОРВМ  - М 


МЪВТРО = МЫН! = Qix 
Оу = ВО - Q = BNIB" - Q = ӨТ, 
Оу = ВО - бк = ВМ - ВМ = 0 = Оў, 
Оуу = ВОВ! - ВбОа - биз! + Q 
= ВМЫЗТ- ВМ1ВТ - BNalBT+ Q 
Q – ВМВ" 
再 计算 与 (7-3-7) 式 有 关 的 协 因 数 阵 ,得 
Qu = Q + Qy, = ВМЫВТ = Өш 
Qik = О(МЫВТР)! + буу 
= ОРВМ +0 = ВМ = Ой 
Огу = Фу + Qw = 0 = бї 
Он = Q + Оу + Qui + Aw 
= BN pB 
将 以 上 导 得 的 全 部 协 因数 阵列 于 表 7-9, 以 备查 阅 。 


心 

ж 

г“ 
l 


$ 7-9 间接 平 盖 的 协 因数 合式 
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ARTTA FEE X.L SKER V МЕРКЕ Ж, HA LIV, A 5 V 统计 不 
相关 ,这 是 一 个 很 重要 的 结果 。 


三 ,参数 函数 的 中 误差 


在 间接 平 差 中 , 解 算 法 方程 后 首先 求 得 的 是 上 个 参数 。 
有 了 这 些 参 数 , 便 可 根据 它们 来 计算 该 平 差 问题 中 任 一 量 ， 
的 平 差 值 (最 或 然 值 )。 如 在 图 7-10 的 水 准 网 中 ,已 知人 A 点 的 
高 程 为 Ha AFARA Pi, Pa .Ps sà B g f F 2248 TE ЛУ 
ӘЖ Х.Х, A MEFA ,不 但 求 得 了 参数 ,而 且 可 以 根 
握 它 们 求 出 网 中 其 他 各 观测 高 差 的 平 差 值 . 例 如 ,PsP* 路 
线 高 差 的 平 差 值 为 


L, = X, 一 X; 
P P. 路 线 商 差 平 差 值 为 
L, = Ñ, - X, 
y ПЕ 7-5 BS кт, Кр ИЕ ХЫ Ў 后 , 即 可 计算 任何 一 边 的 边 长 或 
Ей y fa 89332 18 ШШ AD 间 边 长 平 差 值 为 
Sap = y (Xo Хы (Ўр Ya” 


坐标 方位 角 的 平 差 值 为 
Yp- Ya 
ĉan = arctan Xp- XA 
通过 以 上 举例 可 知 , 在 间接 平 差 中 ,任何 … 个 量 的 平 差 值 都 可 以 由 平 差 所 选 参 数 求 得 ,或 
者 说 都 可 以 政 达 为 参数 的 函数 。 下 面 将 从 一 般 情况 来 讨论 如 何 求 参 数 函 数 的 中 误差 的 问题 。 


假定 间接 平 差 问 题 中 有 + 个 参数 , 设 参数 的 函数 为 


ф = P(X, Žarn, K.) (7-3-8) 
AREH © 的 中 误差 ЖЕКЕ 245 ЖК > 
de = fıdå; + „АК, + + ААХ, (7-3-9) 
或 de = fit, + 223%: + f, 
жен 
аф 
f Е (2х , 
当 平 差 值 函 数 是 线性 形式 时 ,其 函数 式 为 
p = АХ, f+ "+ АХ, (7-3-10) 


对 于 计算 p OPRANE ЕЕ РИГИ, БЕНЕН Ж. 
ФЕТ = [fi fx: A1 则 (7-3-9) ХА 


dp = ҒТАХ (7-3-11) 
由 表 7-9 #18 Qxx = МВ р 的 协 因数 阵 为 
Q, = ЕТОеЕ = FUN paf (7-3-12) 


— НЫШ 多 HASRA у 
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— aa 


de = ғтах (7-3-13) 
即 用 来 计算 m 个 函数 的 精 庶 ,其 协 因数 阵 为 


Q; = FIQxrF = ЕТМШЕ (7-3-14) 
Охх 3k K = [X I X, … Х,]Т 的 协 因数 阵 Вр 
Охх, Өз, 07 Ох 
бух хх С Qg 
Охх 一 қ I | i 
|Әхх, Өхх, U хх 
其 中 对 角 线 元 案 Охх ASAA 的 协 因数 , 收 X, 的 中 误差 为 
ах = Soy Охх (7-3-15) 
K B Jr 35 E 39 
Буу = 000% (7-3-16) 
(7-3-13) КИРЕК о ШИЛТЕН ЕЗ 
Пы = 050; = LFN gF) (7-3-17) 


例 7-6 在 图 7-11 中 ,A、B 为 已 知 水 准点 ,高 
程 为 Hs。、Hs, 设 为 无 误差 ,各 观测 的 路 线 长 度 分 
Ер 

S, = 4km,S; = 2km, 
5, = 2km, 54 = 4km. 
AR P, 点 和 P, 点 平 差 高 程 的 协 天 数 。 

解 : 平 差 的 参数 选取 Р, 和 P, sa ie H X, 

和 蕊 :, 按 图 组 成 误差 方程 为 


4 
4 
4 
ту = — f| + T) - Í) P, => = 2 
4 
2 
4 
4 


ң- 一 z- la Р, = 


定 权 时 令 C = 4, 即 以 4km 观测 高 差 为 单位 权 观 测 值 , 因 观 测 值 互相 独立 , 故 Р, = 1/Qu ,相关 
HAR Qi = 0(i 关门 ,由 此 得 法 方程 为 

5#, — 42, — W. = 0 

= 4А, +52, — W, = 0 


因为 Охх = Ni MA 
5 - 437 0.56 0.44 
Qa s „ sl ° ы a 56) 
平 差 后 Р.Р, 点 高 程 的 协 因数 分 别 为 
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Qk x, = 0.56, Qg x, = 0.56 
Х, 5 X, 的 协 因数 则 为 
Охх, = 0.44 
例 7-7 对 测 角 网 举 标 平 差 问 题 (图 7-5) ,已 在 例 ?7.4 中 求 得 参数 及 观测 量 的 平 差 信 X. 
上 , 现 村 水 平 差 后 D д. РА 边 的 坐标 方位 角 和 边 长 的 协 因 数 及 其 中 误差。 
解 :(1) 列 出 DA HERAA apa ВАХ КБ. 


й arcta Ул - Үр 
ард = ctan X Z X 
A D 
ФОХ, У) А ААД, XJ RAA ФЕ p PAN ҚТҚ Эу 
САУА ` АХЫ _ 


дард = . | 
БА T осо з. ? (50) - 1079 


EP дард 的 单位 为 秒 (*) ,ep ўр 的 单位 为 分 米 (dm)。 将 例 7-4 中 的 数据 代入 , 即 得 其 权 函 数 
式 为 
дард =- 4.22fp + 1 04%; 
顺便 指出 ,上 式 实际 上 就 是 DA 边 坐 标 方位 角 的 改正 数 方程 ,在 例 7-4 中 列 误 差 方 程 时 已 
作 过 计算 。 由 此 可 知 , 列 误差 方程 时 所 用 的 学 标 广 位 角 改 正 数 方程 ,可 以 直接 用 来 作为 坐标 方 
{уян АУ РА 6. 
(2) 列 出 边 长 Spa BIE A RT o E Ж 


Špa = V (XA - XoY + (УА 一 ЖУЫ 


对 函数 进行 全 微分 ,得 
г АХЫ | АҮбА 
Фа =- Sha ` 10 2 Sh "10 > 
式 中 25, 的 单位 为 m, rp уь 的 单位 为 dm 将 例 7-4 中 的 有 关 数 据 代入 上 式 , 得 边 长 Spa 的 权 


函数 式 为 


Spa = 0.022p + 0.109р 
(3) 计算 内 因数 
综合 以 上 两 个 权 函 数 式 , 写 成 矩阵 形式 为 
_ 5a] 7 4.22 | 
8$ ра і 0.02 0.1011 
其 协 因数 为 
[12 non jas НИ шен ДА 
РР 0.02 0.10 1.04 0.10 
H # 7-4 得 法 方程 系数 阵 为 
Ом -| 114.84 722-99) 
CBE 105.53 86.57 


Оз, буш, 


` 


则 有 


Ох, Оху, | 114.84 -25.537 _ [06-0093 0.0027] 
Qr = |у arr -25.53 86.57 0.0027 0.0124 
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于 是 


О = | 
(4) 计算 单位 权 中 误差 
从 例 7-4 中 得 改正 数 ,观测 角 为 同 精度 , 权 均 为 1 ,单位 反观 测 值 就 是 角度 观测 ,其 中 误 


ЖЕ 
5, = [ТУ _ и. = 1.7 
(5) ін Kp Yp. Gpa F Spa 的 中 误差 
ох = ga Охх, = 1.7 v0.0093 = 0,16dm 


бӯ, = б VQrr = 1.7 00.0124 = 0.19dm 
8, = dos Qs = 1.7v 0.1552 = 0.67 


ба = goy Qa = 1.7./0.00014 = 0.02m 


дал 210% = 1.7- 0.006) =- 0.0173 
2.5 相关 性 微弱 ,它们 是 负 相 关 。 


0.1552 - 0.0006 | 


| Ом © | 
— 0.0006 0.00014 


Qa Qss 


574 间接 平 差 公式 汇编 和 水 准 网 平 差 示 例 


一 ,公式 汇编 
间接 平 差 的 函数 模型 和 随机 模型 是 
L = BX+d (7-1-1) 
D = Q = ор"! (7-1-5) 
误差 方程 为 : 
V= B£ - 1 (7-1-4) 
[= 1-10 = L - (ВХ + d) (7-1-3) 
或 
іс L- F(X’) (4-3-9) 
法 方程 为 : 
BTPBE — ВІРІ = 0 (7-1-9) 
其 解 为 : 
t = ӨВІРЕУВІРІ = Мың (7-1-11) 
观测 重 和 参数 的 平 差 值 ; 
L = L+ V,K = X + + {7-1-13) 
单位 权 中 误差 : 
во =a] VPV = УРУ (7-3-2) 
平 差 参 数 X 的 协 方差 阵 ; 


123 


Гах = одақ = ӨМІ (7-3-16) 


平 差 参 数 函 数 的 协 方差 阵 
RRRA: 
аф = ЕТ (7-3-13) 
协 因数 ， 
Q; = КӨЕ = ЕТМЕ (7-3-14) 
方差 ， 
Был 5505 (7-3-17) 
间接 平 差 基 本 向 量 的 协 因 数 阵 见 表 7-9. 
二 .水 准 网 间接 平 善 示例 
例 7-8 见 $5-4 中 国 S-14 PARRER HARFER.: 
(1) 各 待定 点 的 高 程 平 差 值 ; 
(2)C 至 口 点 间 高 差 平 差 值 的 中 误差 ; 
(3) 待定 点 С.р 高 程 平 差 值 的 中 误差 。 
解 : 在 图 5-14 所 示 水 淮 网 中 ,待定 点 上 不 是 3 条 或 3 条 以 上 水 准 路 线 相交 的 结 点 ,可 以 把 


观测 高 差 А 和 h. 合并 成 一 条 水 准 路 线 , 即 令 
hs = hs + hs 

ZERRI hs ЈЕ oi 后 ,在 单一 水 准 路 线 СЕВ 上 ,将 vi Yk kR ТЕЛЕ H; B| 2y Bu ЕЮ ЕСЕ 
和 EB, 可 得 hs 和 h, 的 改正 数 为 

Sy 
Se + Š; Š 
= rh Ss。、S; 分 别 为 相应 水 准 路 线 的 长 度 。 如 此 好 理 可 以 少 设 一 个 参数 ,但 不 能 直接 求 出 待定 点 
E 的 高 程 平装 值 的 中 误差 。 现 将 该 例 表 5-2 中 观测 数据 改写 在 表 7-10 中 。 


ту = 


3 7-10 
ЛА 3 线路 长 度 已 知 高 程 
线路 编号 (m) (km) (m) 

1 +1359 1.1 Í H, = 5.016 
2 + 2.009 1.7 Нь = 6.016 
3 + 0.363 2.3 
4 + 1.012 Н 2.7 
5 + 0.657 2.4 
6 + 0.234 1.4 

є( | -0.357( | 4.0 [ ) 
7 — 0.595 2.6 


1. 列 出 误差 方程 
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设 C TI D АЗА A Ж.Х, ,相应 的 近似 值 取 为 
X? = HA +h, X) = H. + h; 
按 图 5-14 列 出 观测 方程 后 ,将 有 关 观 测 数 据 代 人 即 得 误差 方程 


ор = + +0 
zz = ® + Ü 
u= ү -4 
va = 2-3 
vs =— 2|%2;)-7 
ve = Ду -2 
式 中 常数 项 以 mm 为 单位 。 
2. ЖИН ЖА ЖЗҚ 
C 3 D BJ 0826 F 2548 А. 的 权 函 数 趟 为 
Фа, = ` £ t 2; 
3. 组 成 法 方程 


以 1km 水 准 测 量 的 观测 高 差 为 单位 权 观 测 值 ,各 观测 值 互相 独 空 , 定 权 式 为 p; = 1/S, ,得 
权 阵 为 


[0.91 
0.59 
р = 0.43 
0.37 
0.42 

L 0.25 

由 此 组 成 法 方程 为 
[sj 

解 得 


2] | 0.258 
® = = 
ЕР 2.860 


4. 计算 УЖ}, 


2.01 9417. [0-33 2-16] 


-1 _ 
Ja) „вд 一 Е 1.38 0.16 0.78 


V= B£ - i 
ү-іІ-0.2 29 -4.3 -0.1 -39 -1.7]1 (mm) 
ГЕ] 
由 vé =- 1.7, 可 求 得 
2.6 
v = Б (-1.7) = 0.6, OCL =- 1.1 
册 此 得 平 差 值 为 
L = [1.359 2.012 0.359 1.012 0.653 0.237 -0.59611(п) 
ті 


5. 精度 评定 
单位 权 中 误差 
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бе =a] VPV = „| 12-13 = 2.2mm 
C.D 点 高 程 中 误差 


ac = 2.2 /0.53 = 1.6mm,5pn = 2.2/ 0.78 = 1.9mm 
C # D 点 高 差 平 差 值 h; 的 中 误差 
ар, = 2.2 0.98 = 2.2mm 
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对 同一 未 知 量 进行 多 次 直接 观测 , 求 该 量 的 平 差 值 并 评定 精度 , 称 为 直接 平 差 , 显 然 它 是 
间接 平 差 中 具有 一 个 参数 的 特殊 情况 。 

设 对 未 知 重 入 进行 次 不 同 精度 观测 ,观测 值 为 了, 权 阵 为 Р, ВЪЛНА, KERS 
Ба prs pi 为 工 ; 的 权 。 此 时 的 误差 方程 为 


u, = KÉ - L, (7-5-1) 
组 成 法 方程 
Sak - У, = 0 (7-5-2) 
解 得 
Ува, 
K = = (7-5-3) 
үзү 
НАН ОРЫН ЕНЕҒЕВЛЕЙМЕЯЯ ЗІН. 
为 计算 方便 , 设 
KX = X° +2 
ШЕЛЕЖ 
u, = £ — (L, - X9) = z —- 1, (7-5-4) 
法 方程 及 其 解 为 
2 pa 7 2 pi - 0 
Ури, 
# = = 
үзү 
于 是 
Ура; 
K = X + (7-5-5) 
22Р, 
特别 地 , 当 pi = ро р, = 1 时 , 则 与 (7.5-3).(7-5-5) 式 相应 ,未 知 量 的 平 差 值 为 
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X=， (7-5-6) 
SL 
Хо = X + =- (7-5-7) 
直接 平 差 问题 仅 有 一 个 参数 , 即 = 1, 故 单位 权 中 误差 计算 式 为 
== 
у= [РУ (7-5-8) 


由 (7-5-2) 式 知 ,法 方程 系数 Мы = Xpo X BGAN 


Ох = Ni = Dp (7-5-9) 
px = Ор, (7-5-10) 
Хх 的 中 误差 为 
ag = оуу Охх = an i (7-5-11) 
12» 
观测 值 L 的 中 误差 为 

= = oj (7-5-12) 

ЖШ, p = p. = … = p, = 1, 即 为 同 精度 观测 时 , 精 庶 评 定 公 式 为 
ба = J= (7-5-13) 
sk = Jon (7-5-14) 


亦 即 对 某 个 量 所 作 的 x 个 同 精度 观测 值 的 算术 平均 值 就 是 该 量 的 平 差 值 ,此 平 差 值 的 权 px 为 
单个 观测 值 的 权 pi = 1 的 n 倍 。 


$7-6 ”三角 网 坐标 平 差 


在 三 角 网 中 ,以 角度 (或 方向 ) 为 观测 信 , 以 待定 点 坐标 为 末 知 参数 的 间接 平 差 也 称 为 三 
角 网 坐标 平 差 。 

为 了 确定 未 知 点 的 坐标 ,在 三 角 网 中 必须 已 知 两 个 点 的 坐标 ,或 者 一 个 点 的 坐标 ,一 条 过 
的 边 长 和 一 条 边 的 方位 角 , 共 4 个 已 知 什 , 称 为 必要 的 起 算数 据 , 少 于 4 个 起 算数 据 ,就 不 可 能 
确定 未 知 点 坐标 的 绝对 值 , 在 给 定 起 算数 据 下 的 平 差 结果 ,三 角 网 点 的 坐标 、 边 的 长 度 和 方位 
都 是 包 起 算数 据 为 基准 的 ,如 坐标 系 、 长 度 标 准 和 边 的 定向 等 ,次 此 ,起 算数 据 也 称 为 基准 数 
据 , 或 称 该 三 角 网 的 平 差 基准 。 

三 角 网 一 般 分 为 自由 网 和 附 合 网 两 类 -前 者 的 起 算数 据 个 数 恰好 等 于 必要 的 起 算数 据 的 
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TË, ЖОЛ p p ss ВО ТЖ, B) i h = f Кж ЙЯ КЕТКЕ А.М 
数据 个 数 大 于 4. 

在 折纸 测 图 和 数字 化 成 图 中 测 设 的 具有 多 余 观测 数 的 前 方 交 会 На аа, 
都 是 常见 的 简单 三 角 网 ,其 待定 点 坐标 也 按 坐 标 平 差 确定 。 

测 角 两 坐标 平 差 的 误差 方程 为 (7-2-29) 式 , 测 方向 网 的 误差 方程 为 (7-2-14) 式 ,它们 均 
为 等 权 观 测 ,前 者 以 观测 角 为 单位 权 观 测 , 后 者 的 单位 权 观 测 则 是 方向 观测 。 

下 面 以 一 附 合 网 坐标 平 差 为 例 , 说 明 三 角 网 坐标 平 差 的 全 过 程 。 

97-9 ”三角 网 坐标 平 差 ” 设 有 一 测 角 三 角 网 ,如 图 7-12 所 示 , 网 中 A、B、C、D EE 
д.Р.Р 是 待定 点 , 同 精 度 观测 了 18 个 角度 。 试 按 间接 平 差 法 求 平 差 后 Р.Р 点 的 坐标 六 
Pj .Pz 点 坐标 的 中 误差 ,起 算数 据 和 观测 值 见 表 7-11 及 表 7-12。 


表 7-11 
- q 
Æ (а) мелі 
点 名 | 边 长 (m) тл. 
х Y 
j- | 
A 9 684.28 43 856.82 
B 10 649.55 31 996.50 11 879.60 274 39 38.4 
с 19 063.66 37 818.86 10 232.16 34 40 56.3 
D 17 814.63 49 923.19 12 168.60 95 53 29.14 
A | 10156.11 216 49 06.5 
# 7-12 
观测 值 观测 值 观测 值 
У Р 角度 编号 2, 
1 126 14 24.1 7 | 2202 43.0 13 46 38 56.4 
2 23 39 46.9 8 130 03 14.2 4 66 34 54.7 
3 30 0546.7 9 (2 275359.3 15 66 46 08.2 
4 117 22 46.2 10 | 655500.8 29 58 35.5 
5 31 26 50.0 11 | 670249.4 120 08 31.1 
6 31 10 22.6 12, 470211.4 29 52 55.4 


1. 按 (7-2-22) 式 算得 待定 点 P, 和 P, 点 的 近似 坐标 为 : 
X? = 13188.6lm ХӰ = 15 578.61т 
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Ү = 37 334.97m Үй = 44 391.03m 
ЛЕ ТА НЕЁ ЖИЙ yE да ОЕ (D p bn у ЕЛ BJ U bn y {УН ou ,其 结果 见 表 7-13。 


37-13 


近似 坐标 方位 第 近似 举 标 方位 角 


118 19 24.7 185 22 17.0 
244 33 48.5 297 56 09.0 
РС 4 42 30.4 67 59 31.7 


71 17 16.6 


2. (7-2-12) 式 计算 与 待定 点 Pl 和 P. 相连 各 边 的 坐标 方位 佣 收 正 数 方程 的 系数 ,结果 
FIFE 7-14. 


# 7-14 

Ау! Az9 (59) ба Ж 数 ( 秒 /dm) 
方向 

(m) (m) (m°) н 
P.A + 6 502 - 3504 | 5455,104 + 2.46 
Р,В - 5 338 -2539 | 3495.104 = 3.15 
P C + 484 + 5875 | 3475.10: + 0.29 
PiP: + 7 056 +2390 | 5550.10* + 2.62 
Р,А -5894 | 3505.10: 
Р;С 5 534.10 
PaD 3 560. 10% 


з. 按 (7-2-29) 式 和 (7-2.26) 式 计算 误差 方程 系数 和 常数 项 ,结果 列 于 表 7-15, 表 中 每 一 
行 表示 一 个 误差 方程 。v 为 角度 改正 数 ,在 解 出 坐标 改正 数 z 后 算得 。 


表 7-15 


+ 2,3208 


I 
2 + 2.46 
3 + 3.15 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 + 2.62 
11 | - 2.46 


+ 0.18 
+1.32 
-1.50 


- 0.89 


= 1.32 


ео Q = л іл X юэ М 


*ж 


а b с а Í 
参数 — 
де 2, ГА 2, 3; _ } т 
-0.1030 | 2.2206 -1.2069 | 一 0.5348 
12 -0.16 +2.21 +26 ~ 0.89 ЕЕ 733 L 209 
13 - 2.62 + 0.89 + 0.17 -2.19 -4.0 -0.7 
14 +2.33 +2.60 - 2 60 + 0.89 -8.5 -0.0 
15 +0.29 -3.49 +2.45 1 1.30 + 13.2 + 1.4 
16 -0.29 +3.49 -9.6 -1.5 
17 +3,44 — 4.90 + 10.7 -1.2 
18 - 3.15 + 1.50 -3.1 +0.7 


4. 组 成 法 方程 ,计算 系数 阵 的 逆 阵 


94.61 ~ 22.11 — 11.45 -6.96 +: — 43.52 
-22.11 70.5 -6.95 -8421|%| | 178.81 
-11.45 -6.05 96.09 —-20.21]|]| |—120.11 
-6.96 -8.42 -20.21 66.63.41, - 30.07 


‚0121 0.0044 0.0023 0.0025 
0.0044 0.0161 0.0024 9.0032 
0,0025 0.0024 0.0117 0.0041 

.0025 0.0032 0.0041 0.0169 


Мар = 


H ғ = NszsLW 可 得 
ғ-(%, 9) +, 5] = 1- 0.1030 2.3208 —1.2069 -0.5348) (өп) 
5. 平 差 值 计 算 
(1) 坐标 平 差 值 
X, = 13 188.60m 
Y = 37 335.20m 
Š, = 15 578.49m 
Ү, = 44 390.98m 
(2) FFE 1 bia Jy BL a ЖОЛ КЫН. HI TY ДЕ s S bp RI EC NI МЕНЕ ВО РА 0 ВУ АА 
Pru КОРН, А.Ж 7-16. 


1 


Ж 7-16 
坐标 方位 角 Балу. 
方向 边 长 {m) ОГ 边 长 tm) . , . 
P.A 7 385.89 118 19 27.5 5 920.20 185 22 15.7” 
Р,В 5 911.73 244 33 52.4 7 439.03 297 56 12.6 
РІС 5 894,93 4 42 22.4 5 967.05 67 59 28.5 
7 449.54 7117 17.0 
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(3) 观测 量 的 平 差 值 

将 表 7-18 中 的 改正 数 o; 与 观测 值 相 加 , 即 得 观测 量 的 平 差 值 工 ;( 略 )。 
6. 精度 计算 

(1) 单位 权 中 误差 , 即 测 角 中 误差 为 


- Гуту /2228 
9 =: E AT e 
(2) 待定 点 坐标 中 误差 


由 Na 中 取得 参数 的 权 倒数 , 按 


бох, = ao Охх oy = co Оу, 


计算 得 

ox = 1-3 0.0121 = 0.14dm, ор = 1.3./0.0161 = 0.16dm 
ср, = V 0.141 +0.16 = 0.21dm 

1.30.0117 = 0.14dm, ор = 1.3 /0.0169 = 0.174ш 
ap, = v0.14 + 0.172 = 0.22dm 

式 中 cp ЖР, 点 的 点 位 中 误差 。 


а 
5° 
П 


57-7 ЖЮ E #Ё 


在 三 角 网 中 ,以 边 长 为 观测 值 ,待定 点 坐标 为 未 知 参 数 的 间接 平 差 ,也 称 为 测 边 网 坐标 平 
25. 
测 边 网 坐标 平 差 的 误差 方程 为 (7-2-33) 式 。 边 长 观测 值 的 精度 一 般 与 其 长 度 有 关 , 定 权 
公式 为 
ps = A (i= 1,2 e,n) (7-7-1) 
式 中 aš. 为 所 测 边 长 5; 的 方差 ,ot 为 任意 选 定 的 单位 权 方 差 。 
为 了 定 权 ps ,必须 已 知 测 边 的 先 验 方差 o ,但 精确 的 已 知 是 十 分 困难 的 ,一 般 采 用 厂 方 
给 定 的 测 距 仪 的 标准 精度 , 即 
os = а + bS; (7-7-2) 
式 中 a 为 园 定 误差 (单位 :mm) ,5 为 比例 误差 (单位 :ppm, 即 1076), S, 为 边 长 {单位 km)。 例 如 
在 下 面 的 例 7-10 中 , 测 距 仪 的 标准 精度 为 3mm + 1 x 10% Sm К S = 5 760.706m, $ 
со = 10mm, 则 其 权 由 (7-7-1) 式 算得 
_ _ 10 
í (3+5,8)? 
下 面 举例 说 明 测 边 网 坐标 平 差 的 计算 过 程 。 
#17-10 ”有 测 边 网 如 图 7-13 所 示 。 网 中 A,B,C RD ACAR, Pi Pa P, 及 P, 为 待定 
点 , 现 用 某 测 距 仪 观测 了 13 条 边 长 , 测 距 精度 as = (3mm + 1 x 10765) .起算 数据 及 观测 边 长 
见 表 7-17。 试 按 阅 接 平 差 法 求 竺 定点 坐标 平 差 值 及 鞭 中 误差 。 


ps = 1.29 
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1. 计算 待定 点 近似 坐标 

按 例 7-5 中 的 公式 ,由 已 知 点 В.А 及 观测 
JL i. L, 交会 计算 待定 点 Pi 的 近似 坐标 ; 由 
Pi 入 及 La 上 Ls 交会 计算 P, 点 近似 坐标 ;由 Pis 
Р, Ë Lo. L | 交会 计算 Ps 点 的 近似 坐标 ;由 Р, 
Р. B LyLo 交会 计算 Р, AMMER Жн Ж 
为 


X? = 48 580.270m Ү! = 60 500. 505т 
X? = 48 681.390т Ү? = 55 018.279а 
X? = 43 767.223 Үҙ = 57 968.593 
X? = 40 843.219m Ү ~ 64 867.875т 
7-13 
Ф 7-17 
| $ Him) | мі 
点 £ 边 Km) . бя 
Х Y 
A 53 743.136 61 003.826 
7 804.558 138 00 08.6 
H 47 943.002 86 225.854 
C 40 049,229 82 782.790 
7 889.281 113 19 50.8 
р 36 924.728 61 027.086 
| Г 
边 观 测 值 (m) 
编号 МІН (а) 编号 | МЕ (та 编号 HMR Cm) 
1 5 760.706 6 8 720.162 11 5 487.073 
2 5 187.342 7 5 598.570 12 8 584.587 
3 7 838.880 8 7 494.881 13 了 228.367 
4 5 483.158 9 7 493.323 
8 5 731.788 10 5 438.382 


2. 按 (7-2-33) 和 (7-2-32) 式 计 算 误 差 方 程 的 系数 及 常数 项 
自已 知 点 坐标 和 待定 点 近似 坐标 计算 系数 及 常数 项 ,其 结果 见 表 7-18。 


37-18 


b =- А501 (ат) = L - 5° 


AX?’ т) АҮ) 5%та) 


1 P IB — 637.268 5 725.349 | 5 760.70583 - 0.9939 u 0.0017 
2 | PA 5 162.866 503.321 | 5 187.34203 - 0.9953 - 0.0970 - 0.0003 
3 Р,А 5 061.746 5 985.547 | 7 838.88037 - 0.6457 - 0.7636 - 0.0037 
4 1 P.P | – 101.120 5 482.226 | 5 483.15850 0.0184 - 0.9998 - 0.0050 
5 | PaPa j — 4914.167 2 950.314 | 5 781.78768 0.8574 0.0032 
6 Р,С | -8632.161 | —1235.489 | 8 720. 12824 0.3376 
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АХ? (m) AY% (m) 


7 -—3 717.994 — 4 185.803 
8 - 6 842.495 3 058.493 
9 - 2 924.004 6 899.282 
10 4 813.047 2 531.912 
11 - 3 918.491 | — 3 840.789 
12 7737.051 | — 4 367.370 


7 099.783 1 357.979 


S° (m) 
5 598. 


60930 


7 494.93944 


了 493.32313 


38209 
91460 
58659 
‚48709 


根据 表 7-18 РЇ а,Ь 系数 及 常数 项 ! 可 列 出 全 网 的 误差 方程 ,其 系数 和 常数 项 结果 烈 寺 


表 7-19, 共 13 个 误差 方程 。 
3. 计算 观测 和 值 的 权 


将 表 7-17 中 的 边 长 观测 伟 代 入 测 距 精 度 公式 ,算得 各 边 的 测 距 精 度 ss ,并 设 oo = 10mm, 
由 此 算得 各 条 边 的 权 , 其 结果 均 列 于 表 7-20 中 。 


表 7-20 


3 


4 


5 
. 10.8 | 8.5 | 8.7 
1.49 1 0.86 | 1.38 11.32 | 0.73 


4. 组 成 法 方程 


9 10 и 12 
10.5 | 8.4 í 8.5 [11.9 
1.35 | 0.91 | 0.91 | 1.42 | 1.38 | 0.71 | 0.96 


10.2 


БІрв» = ВІРІ,НІРВ 及 其 解 4,,5; 列 于 表 7-21, 求 МЫ = (B'PB) 1, 列 于 表 7-22 中 。 


3 7-21 


ағ» 


hy 


ЖЕР 


0.0254 


- 1.3794 | – 0.5851 
- 0.2863 | 0.9704 


2.2452 


1.0289 


1.0316 


- 0.5384| 0.3039 
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Ф 7-22 


0.4187 | - 0.0530 | 0.0681 |- 0.0708 | 0.1683 
0.5089 | - 0.0169 | 0.3432 | – 0.0142 
0.6524 - 0.0186 | 0.2177 
0.7174 - 0.1102 
М = 对 0.4274 
称 
| _ | | —l. 
5. 平 差 值 计算 
(1) 坐标 平 差 值 
X, = X} + + = 48 580.269 
ўр = Y+ $, = 60 500.497 
K, = ХО + z, = 48 681.384 
ү, = Yl + 3, = 55 018.283 
K, = XŠ + ++ = 43 767.189 
Y, = Y3+ ўз = 57 968.606 
K, = ХО + т, = 40 843.322 
$, = Y? + t, = 64 867.978 
(2)Ә 边 长 平 差 值 工 = L + V ,V R ТУРЯ 7-19. 
6. 精度 计算 
(1) 单位 权 中 误差 


- _ [9.658 
fo EN I3- 


8 二 0.36dm 


(2) 待定 点 坐标 中 误差 


由 参数 的 协 因数 阵 ( 即 моц) 取得 参数 的 权 偶数 ， 


сх, = 0.36 v 0.42 = 


1 
ôx, = 0.36 /0.65 = 


бр, = 


ax, = 0.36 у 0.43 


1 


Әр, = 


sx, = 0.36 /0.53 


Ш 


0.23dm 


бү, 


0.235 + 0,26° = 0.35dm 


0.29dm 


计算 待定 点 坐标 和 点 位 中 误差 
0.36 /0.51 = 0.26dm 


5у, = 0.36 /0.71 = 0.30dm 


0.292 + 0.30: = 0.42dm 


0.244т 


бу, = 0.36 v 0.63 


10.242 + 0.282 = 0.37dm 


0.26dm 


ву, = 0.36 v0.89 


0.28dm 


0.34dm 
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ap, = 20.262 + 0.342 = 0.43dm 


57-8 导线 网 间接 平 差 


在 导线 网 {如 图 7-14) 中 ,有 两 类 观测 值 , 即 边 长 观测 值 和 角度 观测 值 ,所 以 导线 网 也 是 一 
种 边 角 同 测 网 。 本 节 以 导线 两 为 例 ,说明 边 角 同 测 网 的 间接 平 差 方 法 。 
一 、` 范 数 模型 


导线 网 中 角度 观测 的 误差 方程 ,其 组 成 与 测 角 网 坐标 平 差 的 误差 方程 相同 , 边 长 观测 的 误 
差 方 程 ,其 组 成 与 测 边 网 的 误差 方程 相同 。 
如 图 7-14 中 的 观测 角 23. pg 8007-2-27) 和 (7-2-29) 式 可 列 出 误差 方 程 为 
Vp = (aga — арр) TE + (бро 7 брр)Ўк ~ арос 7 бродо + аврёр + бур 一 ls, 
Cia, = Bs В) (7-8-1) 
vg 二 arp ~ Фонн T 4), Qa, = Bs ~ Вв) (7-8-2) 
边 长 S, 和 S, 的 误差 方程 可 按 (7-2-33) 式 列 出 : 
0 
р ds Qs, = Š - 51) (7-8-3) 
Г) 


„В 


йй жй, ЖЮ ЖЕ ЗД ЙИ РЕЛЕ, EEE T Еле ЭЕ ВАСО АУ НЕ B| ES , 
mb rh НОМ ДЕ ФЛЕЛЕ ЕРЕН [B] ЖЕ ДЕЗШ sr РОТА Ес) 
D = а = оёр! (7-8-5) 
中 的 权 阵 是 对 角 阵 。 设 网 中 有 n 个 角度 观测 A, batb 和 和 x ТОДА S,,S,. Sa e 
mi + #2 = п, У 
P = diag( рр Pp. 1Ps 1 ps. ) 


[ Pa, n ] 
Pe, 22 ° 
Ë ps, 2109 Ps 
|9 Ps | 
由 (7-8-5) 式 知 ,确定 权 阵 了 ,必须 已 知 先 验方 差 D,D 也 是 对 角 阵 ; 
D = diagah o ‚аў 03 ) 
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з сн 


SA lv {ЯЛ ж сё 惟一 ,但 可 任意 选取 。 
车 也 已 知 , 则 定 权 公式 为 


24,22 
Pp ыы 一 өз (7-8-6) 
式 中 op = с, = … = op = ogo 定 权时 一 般 令 
= о 
即 以 测 角 中 误差 为 导线 网 平 差 中 的 单位 权 观 测 什 中 误差 ,由 此 即 得 
2 2 
ТЕ = -і = £ (7-8-7) 
52 д 


为 了 确定 边 、 角 观测 的 权 比 ,必须 已 知 о; 和 a$ ,一 般 在 平 差 前 是 无 法 精确 知道 的 ,所 以 采 
用 按 经 验 定 权 的 方法 , 亦 即 о, 种 os 采用 厂 方 给 定 的 测 角 测 距 仪 嘎 的 标准 精度 或 者 是 经 验 数 
据 。 例 如 在 下 面 的 例 7-11 中 ,已 知 测 角 精 度 ор = 10 ,而 测 边 精度 为 as = 1.0 У56т) (тт), 


则 按 (7-8-7) 式 的 定 权 公 式 为 


_ _ 100 
Рр = 1,95 = S.(m) 


在 边 角 同 测 网 中 , 权 比 是 有 单位 的 ,如 (7-8-8) 式 中 р, = 1 无 量 纲 ( 即 单位 为 1) ,而 边 长 的 
权 , 其 单位 为 秒 :mn2。 在 这 种 情况 下 ,角度 的 改正 数 o, 要 取 秘 为 单位 ,而 边 长 改正 数 vs MER 
米 为 单位 ,此 时 的 ругі роб 单位 才能 一 致 这 一 点 在 不 同类 观测 联合 平 差 时 应 予以 注意 。 

例 7-11 如 图 7.14 的 匣 设 在 已 知 点 A B C 间 的 单 节点 导线 网 ,网 中 观测 了 10 个 角度 条 
7 条 边 长 ,起 算数 据 及 观测 值 见 表 7-23、 表 7-24。 已 知 测 角 中 误差 mp = 10", 边 长 丈量 中 误差 os 
= 1.0 VSCmJmm。 试 按 问 接 平 差 法 求 各 导线 点 的 坐标 平 差 值 及 其 点 位 精度 。 


(7-8-8) 


Ж 7-23 


方位 角 


x Y 


аа = 2142334 
Ән 一 81027 


8 419.242 
8 415.114 


11 768.714 


10 878.302 


8 017.572 ас = 1074127 


11 101.949 


3 7-24 


角度 观测 值 


边 观 测 值 


6 151.480 
7 187.751 


221.650 
195.843 
229.356 
189.781 
98.163 


123 09 05 
131 27 46 
165 40 29 
165 59 58 
113 08 37 


86 43 16 
182 22 43 
188 59 57 
115 23 37 
176 33 43 


а олын e 
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图 7-14 


Ж п = 17, PA 17 个 误 迷 方程 ,其 中 有 10 个 角度 误差 方程 ,7 个 边 长 误差 方程 ,必要 观 

测 数 1 = 2 x 5 = 10。 现 选取 待定 点 泽 标 平 差 值 为 参数 БП 
Х = (Хр Үр Ke Yp X; Yr Хн Үн Xe Yel” 

1. 计算 待定 点 近似 坐标 

各 点 近似 坐标 按 坐 标 增 量 计 算 ,结果 见 表 7-25 ,节点 G 的 近似 值 计算 过 程 从 略 , 其 结果 为 
Х = 11 127.716m, Y% = 8 353.334 

2. TR urin te fi k E ЖОО В) К ,结果 见 表 7-25。 

3. 确定 角 和 边 的 权 

设 单位 入 中 误差 n = 10, 则 角度 观测 值 的 权 为 


P; = 2 = 1 
各 导线 边 的 权 为 
2 
Ps, = До” шу ® тт) 


各 观测 值 的 权 写 在 表 7-26 BJ P Н. 

4. 计算 角度 和 和 边 长 误差 方程 系数 和 常数 项 ,结果 见 表 7-26。 表 中 每 一 行 表示 一 个 误差 方 
E.V 列 为 角度 和 边 长 改正 数 , 在 解 出 坐标 改正 数 + 后 给 出 。 

5. 法 方程 的 组 成 和 解 算 

由 表 7-26 取得 误差 方程 的 系数 项 .常数 项 1 ,组 成 法 方程 的 系数 项 Npp\ 常 数 项 БІРІ, 
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Н + = МВ P ВЕН. RIER 7-26 K) z r. 

6. 平 差 值 计 算 

(1) РЧА X 

将 表 7-26 ЕЛЕШЕ т} Ej UB X*, 即 得 平 差 值 Х.Е 7-26 最 后 一 行 。 

(2) 观测 值 的 平 差 值 L 

将 表 7-26 中 的 改正 数 与 表 7-24 中 的 观测 值 相 加 , 即 得 观测 量 的 平 差 值 ,结果 见 表 7-26 最 
后 一 列 。 

7. 精度 计算 

(1) 单位 权 中 误差 , 即 测 角 中 误差 为 


- VIPV 1113.9 » 
9024) “лүү 2126 
(2) 待定 点 点 位 中 误差 


由 Мы 中 可 得 未 知 数 的 权 倒 数 ( 权 倒数 的 单位 为 mm / ЖУ) 
Ох, = 1.4634, Qy, = 0.5294,Qx = 1.4956,0у, = 1.1212, 


Ох, = 0.9233, Qy, = 0.3305,Qx = 0.2708,Qy, = 1.1182 
Ох, = 0.6597,0у, = 1.2079 
各 点 点 位 中 误差 为 
бв = foa Qx, + Qy, = 12.6 /1.4634 + 0.5209 = 17.7mm 
бк = сол/ Üx, + Qy, = 12.6 y 1.4956 + 1.1212 = 20.4mm 
бр = ĉo Өх, + Qy, = 12.6 /0,9233 + 0.3305 = 13.7mm 
GH = so Qx, + бү, = 12.60.2708 + 1.1182 = 14.8mm 
ба = 29,/ Өх, + Qy, = 12.6 0.6597 + 1.2079 = 17.2mm 


87-9 GPS B + Ж 


在 GPS 定位 中 ,在 任意 两 个 观测 站 上 用 GPS 卫星 的 同步 观测 成 果 , 可 得 到 两 点 之 间 的 基 
线 向 量 观测 值 , 它 是 在 WGS84(World Geodetic System) 空间 坐标 系 下 的 三 维 坐标 差 。 为 了 提高 
定位 结果 的 精度 和 可 靠 性 ,通常 需 将 不 同时 段 观测 的 基线 向 重 联结 成 网 , 进行 整体 平 差 。 用 基 
线 向 量 构 成 的 网 称 为 GPS 网 。 一 般 GPS 网 采用 间接 平 差 法 。 


设 GPS 网 中 各 待定 点 的 空间 直角 坐标 平 关 值 为 参数 ,参数 的 纯 量 形式 记 为 


Х, Ë 5; 
to = |Ү?|+ |} (7-9-1) 
2, 127 $ 


E GPS 基线 向 量 观测 值 为 (AX， АҮ, AZ,) , 则 三 维 坐 标 差 , 即 基线 向 量 观测 值 的 平 差 值 为 
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AX, ХД rx, АХ; + Vx 
44 = є 1 = AY; + Vy (7-9-2) 
AŻ; 2, P AZ, + V; 
基线 启 量 的 误差 方程 为 | 
Vx 2Д Га] FX) X? - AX; 
ШИЕ 
va) Ls) lel [2-2-7 
或 
Vy, | Гар [АХ-АХ 
| ss 
V; 5, Й м - AZ! 
令 


Vx, x; 2, 2; АХ, 
Ук = (Vy, X= |Ү? 2 = |+] 2 = |9, АХ, = AY, 
31 М 31 31 31 ЖЫ 

Vz 2 5 5; 2; 


ШІ САК BJ 365816 EL t 3 Jy ge 28 


V. = + £; 一 ік (7-9-4) 
31 31 31 31 
式 中 
h = AX, - АХ = AX, - (X? - X’) (7-9-5) 
当 网 中 有 m 个 待定 点 ,n 条 基线 问 量 时 , 则 GPS 网 的 误差 方程 为 
А4 т „В >, Е КА (7-9-6) 
二 、 随 机 模型 
Ә-Ә ИЛ 
D = sQ = P! (7-9-7) 


现 以 两 台 GPS 接收 机 测 得 的 结果 为 例 ,说 明 GPS 平 差 的 随机 模型 的 组 成 。 
用 两 台 GPS 接收 机 测量 ,在 一 个 时 段 内 只 能 得 到 一 条 观测 基线 向 量 (AX， AY, АЛ), 
其 中 3 个 观测 坐标 分 量 是 相关 的 ,观测 基线 向 量 的 协 方差 直接 由 软件 给 出 ,已 知 为 


3 


бАХ САХ AY баХ AZ 
“ п ч it É 
2 
D, = | 对 TAY TAY 42, (7-9-8) 
H у у у 
称 ohz 
у 


不 同 的 观测 基线 向 量 之 间 是 互相 独立 的 .因此 对 于 全 网 而 言 ,(7-9-7) зн D нр, 
ВІ 
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© 
T 
四 

© 


D = 3 (7-9-9) 


0 о Р, 
| í £ 


式 中 D 的 下 脚 标 号 1,2,g 为 各 观测 基线 向 量 号 ,例如 其 中 为 (7-9-8) 式 所 示 的 Dy Fo 


对 于 多 和 人 GPS 接收 机 测量 的 随机 模型 组 成 ,其 原理 同上 ,全 网 的 DD 也 是 一 个 块 对 角 阵 ,但 
其 中 对 角 抉 阵 D, 是 多 个 同步 基线 疝 量 的 协 方 差 阵 。 

由 (7-9-9) 式 可 得 权 阵 为 

Рі = Drel, P = (Deg)! (7-9-10) 

AF о Э[{ЕЖОЖЛЕ ,最 简单 的 方法 设 为 1, 但 为 了 使 权 阵 中 各 元 素 不 要 过 大 ,可 适当 选取 as АЯ 
阵 也 是 块 对 角 阵 。 

下 面 举 例 说 明 GPS AFER ER, 

例 7-12 图 7-15 为 一 简单 GPS 网 ,用 两 台 GPS 接收 机 观测 , 测 得 5 条 基线 向 量 ,” = 15, 
每 一 个 基线 向 量 中 三 个 坐标 差 观测 值 相 关 , 由 于 只 用 两 台 GPS 接收 机 观测 ,所 以 各 观测 基线 
向 量 互相 独立 ,网 中 点 LC01 其 三 维 坐 标 已 知 ,其 余 三 个 为 待定 点 ,参数 个 数 上 = 9, 

1. 网 图 


LC01 


LCH 


LC03 


图 7-15 
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С00 TOTIPZE P 600-7596С69:Ұ ç00-H89rI¿L6 I -— 
м 5800-7%6175 SDO-H9LPSLI Z- 
к 900-745929976 


6617 6(0Т- ESE PIL 


900:1501028:% 900:1<%/0875 900-#90Ib/1' Z- 


Ж 900-7С865858:9 900-120/9(972- ОЗЕ TAE LET SAT- ТЕС 'ЕОР I 997 DO 了 + 
F 900-461FSDZ T 
T900-T€ez6[0 £ 900-402869075 900-7%/625771- 
将 900-3 9Р629Ғ`Ғ 900-310096(<71- SIZ ¿hI 0807925 СТО 69P 1 с027 нені € 
L fx 00-1%900587< 
(900-7:155Ұ0:9 4800-19/820675 900-7Е8961672- 
4 900-3 1621579 900-7ЕЕ996Е Е – сб I 802 EOS- ESH ULE 1027 7027 с 
L F 900 -#sP68trt0`I 
900:1205800:7 900-T9sc860[' F 100-ТІОРТІЕР- 
$ J0D-FTEGGEE T 400-34800/60:5- Det LEET сс 6ç0 T- 195 817 1 — 1027 2027 І 
100-3 6660сЄ E 
Ж W а" 


СЕСЕ ТЕЗ: 
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2 已 奴 [ 点 信息 {单位 ;mm) 


LC01 х | Y 2 


- 1 974 638.7340 4 590 014.8190 3 953 144.9235 


з. 观测 基线 信息 ( 见 附 表 ) 
4. 待定 参数 
设 LC02.LC03.LC04 点 的 三 维 坐 标 平 差 值 为 参数 , 即 
Х = [Х, Y, 2, X, Y, 2, K, Y, 2.17 
5. 待定 参数 近似 坐标 信息 {单位 :m) 


x° 2% 


4 591 054.0467 3 951 407.2050 


- 1 973 420.1740 


3 950 235.8130 


— 1 974 825.7010 4 591 232.1940 


3 951 265.0120 


— 1 974 909.1980 4 590 518.0410 


6. 误差 方程 
V = ғ- 
151 15991 151 
го 7 
го о о a Q о 0 0 — 0.001 
U 
2 0-10 0 090 0 0 0 0 0.0007 
kë о 0 -1 0 0 9 0 0 0 0.0015 
va o o o o o 0 -1 0 о ||| 1-0007 
vs 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 ||# 0.014 
vs 0 0 Ü 0 0 0 0 0 -1!|®% 0.0115 
v 1 0 0 0 0 0 -1 o 11231 |-0.0110 
љ |= 10 1 0 0 0 0 0 -1 D| 5|- | 0.0243 
о, оо 1 0 0 0 0 0 -illis 0.0250 
т 1 0 0 -1 0 o 0 0 Ojiz 0.0040 
он 0 1 0 0 -1 0 0 9 о ||! |-9.0097 
o 0 1 0 0-10 9 olj, - 0.012 
%12 4 
0 0 0 1 0 0-1 0 0 0 
1713 
| 0 0 0 0 1 0 0 ~-i 0 0 
ум o 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 
vis 


7. 权 阵 
KERAG PREH =, = 0.00298 ,其 权 阵 为 
P = Deg)! 
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9. Г ЖОЕ By: 


“ 0.0020 1 
- 0.0044 0.0116 对 
-0.0038 0.0097 0.0089 
0.009 -0.0942 一 0.0037 0.0124 称 
Мы = |—0.0042 0.0111 0.0093 —0.0273 9.0700 


- 0.0037 0.0093 0.0086 - 0.0231 0.0575 0.0515 

0.0013 -0.0028 - 0.0025 0.0015 ~ 0.0036 - 0.0032 0.0044 

- 0.0028 0.0076 0.0064 - 0.0035 0.0007 0.0082 – 0.0100 0.0260 

L- 0.0025 0.0064 0.0060 -0.0030 0.0080 0.0076 - 0.0094 0.0235 0.0251. 
10. 法 方程 的 解 及 精度 评定 (单位 :m) 


t: Го.0007 1 

92 — 0.002 

2; - 0.0006 

23 - 0.0023 

$: |= МЫАТРІ = (0.0073 | (т) 
2; 0.0087 

2, 0.0096 

9, - 0.0198 

Ей |- 0.0197, 


5% - РУ = үсе = 0.010 
5 =%/б h = aÜ, i = oy Oaa 
б, = 9.0015т ау, = 0.0036m с, = 0.0032m 
б, = 0.0037 в = 0.0089m Ta = 0.0076 


б, = 0.0022m бу, = 0.0054m в, = 0.0051m 
11. 平 差 结 果 ( 单 位 ;m) 


4 2 
1.02 — 1 973 420.1733 4 591 054.0465 3 951 407.2044 
LC03 -1 974 825.7033 4 591 232.2013 3 950 235.8217 
LC04 - 1 974 909.1984 4 590 518.0212 3 951 264.9923 
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BAS HARRI HE 


在 一 个 平 差 问题 中 ,多 余 观测 数 r = n - +, 如 果 在 平 差 中 选择 的 参数 > f 个 ,其 中 包含 
了 : 个 独立 参数 , 则 参数 间 存 在 s= u — t 个 限制 条 件 。 平 差 时 列 出 = 个 观测 方程 和 s 个 限制 
参数 间 关 系 的 条 件 方程 ,以 此 为 欧 数 模型 的 平 差 方 法 ,就 是 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 。 
58-1 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 原 理 


在 第 四 章 中 已 给 出 这 种 平 差 的 隔 数 模 境 (4-2-12)、(4-2-13) 式 , 现 用 平 差 值 代 真 值 得 


L = F(X), L = BX +4 (8-1-1) 
Ф(Х) = 0 (8-1-2) 
及 (4-4-14) 式 ;: 
у = B+ - 1 (8-1-3) 
Cr + W. = 0 (8-1-4) 
其 中 
ЕВ) = u, ,R(C) = (8-1-5) 
BE B 为 列 满 秩 阵 ,C 为 行 满 秩 阵 。 
随机 模型 为 
D = 00 = gP (8-1-6) 


在 (8-1-3)(8-1-4) 两 式 中 , 待 求 量 是 л 个 改正 数 和 w 个 参数 ,而 方程 个 数 为 + s, 
待 求 量 的 个 数 n + zx , 且 系 数 阵 的 秩 等 于 其 增 广 矩阵 的 秩 , 即 


«151. 151! _ (8217) 
o ciw, J ” ` Е 


HEATA ZARAR E. 为 此 ,应 在 无 穷 多 组 解 中 求 出 能 使 VTPV = min 的 一 组 
т. ЖЕНЕ ЛАРА: 

Ф = VTpV + 2KT(Cz + W.) (8-1-8) 
式 中 K, 是 对 应 于 限制 条 件 方 程 的 联系 数 向 量 。 由 {8-1-3) 式 知 ,V 是 2 的 显 函 数 ,为 求 Ф 的 
极 小 ,将 其 对 2 取 偏 导数 并 令 其 为 零 , 则 有 


20 = 2утр Уақ! C = 2VTPH + 2К1С = 0 


转 置 后 得 
BPY 十 C = 0 (8-1-9) 


149 


在 (8-1-3)、(8-1-4) 和 {8-1-9) 三 式 中 ,方程 的 个 数 是 n + + u ЖЖЖИ AJ T SK E n 个 改 
Жун 个 参数 和 s 个 联系 数 , 即 方程 个 数 等 于 未 知 数 个 数 , 故 有 惟一 解 。 称 这 三 个 方程 为 附 


有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 的 基础 方程 。 
解 此 基础 方程 通常 是 先 将 (8-1-3) 式 代入 (8-1-9) 式 ,得 
BTPB + СТК, – ВІРІ = 0 (8-1-10) 
Се + W. = 0 (8-1-11) 
前 面 已 令 
Nas = BTPB,W = ВІРІ (8-1-12) 
故 上 式 可 写成 
Nas + CR, W =0 (8-1-13) 
Сғ + W, = 0 (8-1-14) 


上 式 称 为 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 的 法 方程 。 由 它 可 解 出 + 和 KK,。 第 七 章 已 指出 ,Nm 为 
一 满 秩 对 称 方 阵 ,是 可 逆 阵 。 用 CN 吏 左 乘 (8-1-13) 式 ,并 减 去 (8-1-14) 式 得 ， 


СМЫСТК, - (СММ + W,) = 0 (8-1-15) 
# 
- No = СМС" (8-1-16) 
则 (8-1-15) 式 也 可 写成 
NecK, — ОСМЫМ + W,) = 0 (8-1-17) 


式 中 Neoc 的 秩 为 R(Nec)= ССМ ЕСТ) = R(C)= s, А МЕ. = (СМ CT)" = СМЕС", 
Nec 为 一 s 阶 的 满 秩 对 称 方 阵 ,是 可 逆 阵 。 于 是 


K, = NA(CNEW + W,) (8-1-18) 
将 上 式 代 人 (8-1-13) 式 ,经 整理 可 得 : 
+ = (М ~ NaCN OCN W ~ МСТ МЕМ, (8-1-19) 
由 上 式 解 得 < 之 后 , 代 人 (8-1-4) 式 可 求 得 V ,最 后 即 可 求 出 : 
LL=L+iV (8-1-20) 
Х = X +£ (8-1-21) 


在 实际 平 差 计算 中 , 当 列 出 误差 方程 和 限制 条 件 方程 之 后 , 即 可 计算 Nap. №1. Noca 
Nza, 然 后 由 (8-1-19) 式 计算 2, 再 代 人 误差 方程 (8-1-3) 式 计算 V ,最 后 由 (8-1-20) 式 和 
(8-1-21) 式 求 得 观测 值 和 参数 的 平 差 值 。 

例 8-1 为 了 确定 通过 已 知 点 (zo=0.4,yo=1.2) 处 %8-! 

的 一 条 直线 方程 ( 见 图 8-1) :y= az +5, 现 以 等 精度 量 测 
了 z=1,2,3 处 的 函数 值 y (i = 1,2,3), Ж ЖЭР Ж 
8_1。 又 选 直线 方程 中 的 ab 作为 参数 :X=[a 517. іЯ] 
ш ВЕЕ, К a0 的 估 值 及 其 协 因 
数 阵 。 
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BHEAN п-<3,4-і,ғ<3-і-2,4-2,ҢІ 
АНА r+ a =4 jhi, 其 中 :=w~t=2-1 
=1 个 限制 条 件 ЖАК 3 个 为 误 善 方程 。 

观测 方程 为 : 

% = za + bli = 1,2,3) 

БН Ж 204 50-950 
将 观测 数据 ( 表 8-1) АЛАШ rE Сау HtA 
条 件 方 程 , 即 得 误差 方程 和 限制 条 件 方程 ， 

r= a +b -1.6 v = 2a + b —2.0 

v, = За + b -– 2.4 0.44 +b — 1.2 = Ü 


相应 的 法 方程 为 В ві 
14 6 9.47 Га [12.8 
| з | H: 四 
0.4 1 0l LE, 1.2 
解 得 
a = 0.4793, 5 = 1.0083, k, = 0.0992 
所 以 ,直线 方程 为 


y = 9.4793: + 1.0083 
582 Ж Ë W 


精度 评定 仍 是 给 出 单位 权 方 差 的 估 值 公式 ,推导 协 因 数 阵 和 平 差 参 数 的 阔 数 的 协 因数 和 
中 误差 的 公式 。 


一 .单位 权 方 差 的 信 什 公式 
附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 的 单位 权 方差 信 值 仍 是 VTPV 除 以 其 自由 度 , 即 
ag = ІРУ = ҮРУ. (8-2-1) 


此 处 多 余 疯 测 数 + = zz+s, 其 中 xy= 上 为 必要 的 独立 参数 个 数 。 


二 、 协 因数 阵 


在 附 有 限制 条 件 的 润 接 平 差 法 中 ,其 本 向 其 为 上 , W, A, K o VÄL, ША Qu = О, 
可 推 求 各 基本 向 量 的 自 协 因数 阵 以 及 两 两 向 量 之 间 的 互 协 因数 隆 。 
因为 平 差 值 方程 的 形式 是 上 = F(X) ,根据 (4-3-9) 式 知 ,误差 方程 的 常数 项 1 = 上 -下 
(х9), р 下 (90) 为 常量 ,对 精度 计算 无 影响 , 故 有 
W = БІРІ = ВІРІ + W° (8-2-2) 
其 中 wW 亦 为 常量 。 于 是 基本 向 量 的 表达 式 为 : 
L=L 
W = BTPL + W° 
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K = X°: z£ = X° + (Nai ~ NaCN GCNG) W + NaCTNELW, 
K, = МОСМЫМ - ММ, 
V = Вғ - / 
L = L+V 
由 以 上 各 表达 式 , 按 协 因数 传播 律 可 得 ; 
Qi = Q 
Qww = ВІРОРВ = ВІРВ = № 
От. = ВТРО = В? 
Qkx = МОМО» БВС Ме = NaCN Ма p8C Ne 
= NCN aC Na = Мое = Nec 
Өкі М АСМ = NaCN aB 
Оку- N ACN Aww = МСМ Мв = МС 
Охх = (М - NaC NGCN a) жж (Nah — NiC NCN рв)" 
= (Nz) -МЫСТМААСМ oh) No Nik - NBCTNACNB) 
= Nak – МАС М ОМА 
Әт = (Nib - МЫСТМ СМ в) Qw = ОхұВ! 
Оху = (Ма - NBC МЕ СМ) Qww = Ох« нр 
Qir, = (NB - МЫС МАСМ) Qww МӘС ы" 
= ӘххММЫСТ МО = ӨххС Nat = 0 
Оуу = ВОВ? - ВОу- ОВ" + Q = ВОВ! - ВОВ 
- BQAxxBT + Q = Q - ВОВ! 
Qu = ВО - Од = ВОВ! - Q =- Qyv 
Оуу = ВОху — Qw = ВОххМ№ьв - Qiw = ВО Ча – В 
= В(Әҳұ№ьв — 1) 
Оух = ВО — Оқ = ВОзұх ~ Өх = ВО - BG = 0 
Сук = БОхк - Өк = — Q „МЕСТ Na =- ВМС" № 
Qu = Q - Әу 
Qu = Qu + Әу, = Q- буе 
Qiw= Qrw + буу = В + ВОккМ№ьв ~ В = ВОхх ав 
біх- Өік + Әу = ВО 
Qik = Qir, + Q = ОМС — ВМЫС" Ne = 0 
Qr e= Qt Ф = 0 
ЖЫ ES Bh ИМАМ ЕН Ж taka) pk 8-2, EE HI, 
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-ris 


(Na = ВТРВ, № = CN СТ) 


= FERAHA 


在 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 中 , 因 在 и 个 参数 中 包含 了 : 个 独立 参数 , 故 平 差 中 所 求 任 一 
重 都 能 表达 成 这 и 个 参数 的 函数 。 设 其 个 晤 的 平 差 值 ? 为 


对 其 全 微分 ,得 权 函 数 式 为 


式 中 下 为 


F = |3X, 


? 


= @(K) 


афу 
ар = (99 dX = Fd 


3 


аф _ өФ 
ах, ах, | 


用 X? 代 人 各 候 导 数 中 , 即 得 各 偏 导数 值 ,然后 按 下 式 计算 其 协 因数 ， 


9%; 


= FT QggF 


Qa TER 8-1 中 给 出 的 公式 计算 。 于 是 函数 o 的 中 误差 为 
2 = со О» 


一 、 公 式 汇 纺 
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公式 汇编 与 示例 


附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 的 数学 模型 
Y5 BECA 


C£ 
sual 


+ W. = 0 
>i 


D = oiQ = ор"! 
тл пл п 


其 中 {=1,-Е(Х%), Ұ,-Ф(Х9) 


法 方程 


т . `T - - 
Мәнді + С K. М 0 


L K, х v L 
L Q BN CTN EÈ Е ВО - Qu Q - Qvv 
w BY Мав см Nas Qax ант = ТВТ) NasQkxBT 
К, Na CN BT NC мы 0 - NCN авт 9 I 
Х| дейт Охх Мв 0 М - МАСТМАСА ри 0 ОН? 
~ BN СТМ 0 Q - ВОВ! 0 
| BEQs< Ü Q- Quy 


(8-2-3) 


(8-2-4) 


(8-2-5) 


(8-2-6) 


(8-2-7) 


(8-1-3) 
(8-1-4) 
(8-1-6) 


(8-1-13) 
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AP N= BIPB,W= ВТР, 
其 解 为 
E= (Nib NaC NECN W - NBCTNEW, 
= QW ~ NC N GW, 
K, = МО(СЧЫЦ + W.) 


AP Nec = CN ggC1, 


观测 值 和 参数 的 平 差 值 
L = L + V 
Х = X” + Ф 
HAAD ЗЕ КАКАВ 
-2 МІРУ үрү 
20 = r = йо 一 H + 
协 因数 阵 见 表 8-2, 
©З ЭЕ fÉ РЕЖ 
9 = Ф(Х) 
МЕНЕ ЖІ РЕ К 
de = ҒТАХ 
N дф 9Ф аф 
式 中 ЕТ = [а әу ЭХ], 
33248 о ОРЫН Ж 
Qu = ЕТОхЕ 
и. Заа о) TRE 
5; = õp у Q 
Z.z 


(8-1-16) 


(8-1-21) 


A 8-2 在 图 8-2 的 三 角 网 中 ,A、B 为 已 知 点 ,CD 为 基线 边 , 又 已 知 BE 的 方位 角 ap, 


观测 了 全 部 角度 值 列 于 表 8-4, 试 求 各 待定 点 坐 
标的 平 差 值 和 下 点 点 位 中 误差 。 

解 :(1) 绘 制 平 差 赂 图 (图 8-2). 

(2) 编 制 起 算数 据 表 ( 表 8-3)。 

(3) 计 算 近 似 坐 标 ( 计 算 过 程 略 ,近似 坐标 列 
TX 8-5). 

(4)} 计 算 近 似 边 长 和 近似 方位 角 { 计 算 过 程 
略 ,结果 列 于 甫 8-6)。 
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=. 


坐 #R(m) 


ENA 


2802234. 190 19437826. 220 


5523.643 


2794005. 704 19433821.155 


角度 观测 值 


(5) 计 算 ab Ж, 2. 以 cm 为 单位 , 故 a .5 系数 按 下 列 计算 ; 
2.06265вз1па% 2.06265сова?, 
Ta 7 со (km) 5% (km) 


1 rk - 


计算 结果 见 表 8-6. 


ж 8-5 待定 点 近似 坐标 与 最 后 坐标 


ж 4 ж іш) 改正 数 (cm) 


最 后 坐标 tm) 


ү" x 


2804773.909 


2804773.909 


19432985.959 


19432985. 962 


D 2805958.639 19426570. 796 2805958.640 


19425570.799 


Е 2799571.971 19430754.937 2199571.972 


19430754.940 


Е 2798372.250 2798372.252 


19423925.545 


19422925.543 | ІНІ %0.21 


19428172.793 2793886. 721 


2792886.720 


19428172.794 
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a, b 系数 的 计算 


近似 方位 和 角 
近似 边 长 {m) 
测 5 站 照 淮 点 а 
| 50 
G 268 47 43.31 -0.3644 +0.0077 
А Е 331 04 21.37 6359.8 = 0.1569 — 0.2839 
B 25 53 50.40 9147.0 
A | 205 53 50.40 
B E 249 22 10.16 7555.8 — 0.2555 + 0.0962 
С 297 41 10.72 5466.1 – 0.2341 ~ 0.1753 
117 41 10.72 F 
C 203 12 49.19 5660.2 - 0.1436 %0.2349 
D 280 27 47.87 6523.6 | – 0.3100 - 0.0574 
С 100 27 47.87 
D 146 48 10.99 7635.2 + 0.1480 + 0.2260 
F 199 13 22.26 8034.3 – 0.0845 +0.2424 
| B 69 22 10.16 | 
A 151 04 21.37 
G 204 25 36.26 6244.2 — 0.1366 + Ü). 3008 
Е 
Ғ 260 02 11.40 6934.0 - 0.2930 %0.0515 
р 326 46 10.99 
с 23 12 49.19 
| p 19 13 22.26 
F 80 02 11.40 
ü G 136 33 46.88 8177.3 + 0.2296 + 0.2425 
6 33 46.68 Í | 
с 24 25 36.26 
А 85 47 43.31 
___ уу ш шм  OCC(J—JCCCO—— — — — 0. 
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(6) 编 制 误差 方程 系数 和 常数 项 表 ( 表 8-7) ,其 中 L= L, (а0 а). 


【7) 列 立 条 件 方程 。 由 于 选取 了 全 部 待定 点 举 标 为 参数 ,所 以 在 基线 边 的 两 疯 点 的 参数 
zc、3c、2p、 知 之 间 存 在 着 一 个 基线 条 件 , 而 在 已 知 点 坐标 Xg Ys У ieSe 之 间 存 在 一 


个 方位 角 条 件 。 基 线条 件 为 
Sto = (Х,- Kc) + (Yp— їс)? 


方位 角 条 件 为 
Ұр- Үр 
ape = aretan XOX; 
它们 线性 化 后 的 形式 为 
- сова іс — зіпа?рӯс + созабр®һ + sinatp9p + w, = 0 
аЕн®к + бінде + we = 0 
式 中 


Е 
! 


,= / (X$ XLV + (ҮУ- ҮІ — Seo = Sto - Se 
Үү 
XL- Хь 
ag8 与 beg 的 计算 与 误差 方程 系数 相同 。 
(8) 组 成 法 方程 并 进行 解 算 。 结 果 为 
£ = [0.002 0.349 0.142 0.273 0.155 0.308 0.099 0.122 0.195 0.206] cm 
Ks = І- 0.010 0.040]1 
(9) 将 坐标 改正 数列 入 表 8-5 ТЖ ЗЕЛ ER. 
(10) 计 算 观 测 角 改正 数 ( 表 S- DATAR OAE) o 
{11) 精 度 评 定 。 


tu, = arctan 一 аре = ahe 一 ËE 


Ны EH n=18, 158, u= 10, s5u- t52, OS r=n-t=w-u+s=10. 


- _ / МЇРУ_ _ [14.4067 _ » 
oO Nn-uts 10 = 1:20 


ЕНК ЕНИН, р ЖЕ ЯП suu HEREA 
Охх, = 10.8513 


Ор» = 9,9436 
бк = 1.20 10.8513 = 3.95cm 
бу = 1.20 v9.9436 = 3.78cm 


те = /3.95° + 3.78 = 5.47cm 
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Жл АГАН ООН 


S9-1 基本 平 差 方法 的 概括 函数 模型 


在 前 面 几 音 中 ,已 经 介绍 了 条 件 平 差 .间接 平 差 . 附 有 参数 的 条 件 平 差 以 及 附 有 限制 条 件 
的 间接 平 差 等 四 种 基本 平 差 方 法 。 本 章 对 这 些 基 本 平 差 方 法 的 函数 模型 进行 综合 ,给 出 一 个 
能 丢 括 以 上 所 有 平 差 方 法 的 函数 模型 ,并 采用 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 差 函 数 模型 作为 概括 平 
З ЖЯ, : 


一 、 一 般 条 件 方 程 积 限制 条 件 方程 


从 四 种 基本 平 差 方 法 的 函数 模型 来 看 ,其 中 包括 了 如 下 儿 种 类 型 的 条 件 方程 : 
F(L) = 0 (9-1-1) 


L = ЕХ) (9-1-2) 
Е(Ї,Х) = 0 (9-1-3) 
pá) = 0 (9-1-4) 


在 前 三 种 方程 中 都 含有 观测 量 或 同时 含有 观测 量 和 未 知 套数 ,在 最 后 一 种 方程 中 则 只 会 
有 未 知 参数 丽 无 观测 量 ,为 了 便于 区 分 起 兄 , 将 前 三 种 类 型 的 条 件 方程 统称 为 一 般 条 件 方程 ， 
特别 地 ,将 (9-1-2) 式 的 一 般 条 件 方 释 又 称 为 观测 方程 ;将 后 一 种 类 型 的 条 件 方程 称 为 限制 条 
件 方程 。 


二 .参数 与 平 差 方 法 


从 建立 上 述 四 种 平 差 方法 的 骨 数 模型 来 看 ,它们 都 各 自 具有 其 特定 的 要 求 ,具体 地 说 ,都 
与 参数 的 选取 有 关 : | 

1. 条 件 平 差 是 不 加 人 任何 参数 的 一 种 平 差 法 , 即 := 0 ЖИЙ. ЧЕ r= x - 
时 , 则 只 要 列 出 形 如 (9-1.1) 式 的 r TRETE 

2. 间接 平 差 是 在 > 个 多 余 观 测 的 基础 上 ,再 增 选 a =: 个 独立 的 参数 , 故 总 共 应 列 出 c = 
r+umr+i=n EBE, 是 表示 一 般 条 件 方程 的 个 数 。 由 于 通过 : 个 独立 参数 能 惟一 
地 确定 一 个 几何 模型 ,因此 就 有 可 能 将 每 个 观测 量 都 表达 成 形 如 (9-1-2) 式 的 条 件 方程 , 亦 基 
观测 方程 , 且 方 程 的 个 数 正 好 等 于 no 

3. 附 有 参数 的 条 件 平 差 是 在 * 个 多 余 观 测 的 基础 上 ,再 增 选 ¿< 个 独立 的 参数 , 故 总 共 
应 列 出 <= r+ 个 形 如 (9-1-3) 式 的 一 般 条 件 方 程 。 

4. 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 是 在 * 个 多 余 项 测 的 基础 上 , 百 增 选 :>t 个 套数 , 且 要 求 在 
и 个 参数 中 必须 全 有 1 个 独立 的 参数 , 故 总 共 应 列 出 r+ 个 方程 。 因 为 在 任 一 几何 模型 中 
最 多 只 能 选 出 + 个 独立 参数 , 故 一 定 有 := wu -+ 个 是 不 独立 参数 。 换 句 话说 ,在 u 个 参数 中 
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FETs Tbk um (ААО РА ЖОЕ Ж K ТАШ ЯН Д (9-1-4) K 0 5 FR 838 fr rE. HT A 
共 应 烈 出 r+ 个 方程 ,除了 必须 烈 出 的 ; 个 限制 条 忻 方 程 之 外 ,还 要 列 出 c=r+w~s=r+ 
{tts)-s=rt+t 二 个 一 般 条 件 方程 。 又 由 于 在 u 个 参数 中 包含 了 1 个 独立 参数 ,该 几何 
模型 已 被 惟一 确定 ,因而 就 有 可 能 将 每 个 观测 量 都 表达 成 形 如 (9-1-2) 式 的 一 般 杂 件 方程 , 亦 
即 观测 方程 , 且 方 程 的 个 数 正好 等 于 no 

前 已 提 及 ,在 任何 几何 模型 中 ,最 多 只 能 选 出 w= 个 独立 的 参数 , 放 就 独立 参数 而 言 .在 
任 一 几何 模型 中 ,其 个 数 总 是 介 于 下 述 范围 之 内 : 


б x= =< £ (9-1-5) 
在 某 一 平 差 问题 中 , 设 多 余 观 测 数 x =n 一 1, 若 又 选用 了 и 个 独立 参数 , 则 总 共 应 列 出 
c€ = r+ u (9-1-6) 
个 一 般 条 件 方程 ,因此 ,一般 条 件 方 程 的 个 数 总 是 介 于 下 述 范围 之 内 : 
r = ¿c =< п (9-1-7) 


这 就 是 说 ,对 于 任何 平 差 问 题 , 一 般 条 件 方程 (包括 (9-1-1)、(9-1-2).(9-1-3) 式 三 种 类 
型 的 条 件 ) 的 总 数 不 会 超过 п 个 , 即 不 会 多 于 观测 值 的 个 数 。 从 (9-1-5) 一 (9-1-7) 式 可 以 看 
出 , 当 w=0 时 (这 是 独立 参数 个 数 的 下 限 ) , 则 应 列 出 c= 个 一 般 条 件 方 程 ; 当 w= +: 时 {这 是 
独立 参数 个 数 的 上 限 ), 则 应 列 出 c= 个 一 般 条 件 方程 。 事 实 上 ,前 者 就 是 条 件 平 差 的 情况 ， 
而 后 者 则 是 间接 平 差 的 情况 。 可 见 ,对 于 独立 参数 而 言 , 条 件 平 莽 和 间接 平 差 是 两 种 极限 的 情 
Я. 


=. = ЗЕ аю 


ААН Н, Е Ло h E А ВЕЗЕ с 个 独立 的 参数 ,但 这 并 不 是 说 
只 要 选 了 u = + Ru < 个 参数 ,那么 这 u 个 参数 就 一 定 是 со 
彼此 独立 的 ,或 者 说 ,在 这 и 个 参数 之 间 就 一 定 不 存在 任 ey 
和 何 函数 关系 式 。 同 样 地 ,即使 是 选 了 n> 个 参数 ,也 不 能 
说 在 这 и 个 参数 中 就 一 定 包含 著 : 个 独立 的 参数 。 这 是 
一 个 在 前 面 儿 章 中 尚未 提 及 过 的 概念 。 举 例 来 说 ,为 了 确 
定 图 9-1 中 所 示 图 形 的 形状 (确定 其 相似 形 ), 现 观测 了 图 4 
形 中 的 6 个 内 和 角 , 即 观 测 向 量 为 

L = [Li із с” Іп 
平 差 时 若 叉 选 定 其 中 的 1.2.3.4 角 作 为 参数 , 即 参数 向 量 为 
Х = [X X, X; Х.Т 
显然 ,为 了 确定 该 图 形 的 形状 ,只 要 知道 每 个 三 角形 中 的 任意 两 个 角 庶 就 行 了 , 即 必 要 观测 数 
і-4, ШЕЛЕК + = x -=6-4=2。 因 为 增 选 了 4 个 参数 , 故 总 共 应 列 出 rtu=2+4 
= 6 АЕТ, АФИН ТЕ Ж ЕШТЕ ЮЖ. 
K+ K, + K, — 180° = 0 

因此 ,尽管 这 里 ¿= =4,{Н 4 а Пл 3 ТЕМЫ. WEER K. RE 1,2,5 角 作为 
参数 K. K, X, Bl u53, R <: BERG 个 参数 之 间 仍 然 存在 着 上 述 函 数 关系 ,它们 同 
样 不 是 彼此 独立 的 。 局 时 地 ,当选 定 а> 个 参数 时 ,也 可 能 其 中 并 不 包含 个 独立 的 参数 。 

在 前 岂 章 中 已 经 指出 ,间接 平 差 是 要 求 选用 usr 个 独立 的 参数 , 附 有 参数 的 条 件 平 差 是 
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ERAH и<: 个 独立 参数 。 如 果 不 满足 上 述 相 应 的 要 求 , 例 如 , 选 定 了 ú= t su < t 个 参 
数 ,但 :个 参数 不 征 此 独立 ,或 者 是 选 定 了 иог 个 参数 ,但 其 中 没有 包含 : 个 独立 的 参数 ,在 
这 些 情况 下 ,就 无 法 应 用 上 述 几 种 平 差 方 法 来 进行 平 差 计 算 了 。 当 所 选 参数 不 满足 上 述 各 种 
柳 求 时 ,将 可 采用 什么 丽 数 模型 和 平 差 方 法 ,这 也 是 本 章 所 要 讨论 的 问题 。 

一 般 而 言 ,对 于 任何 一 个 平 差 问题 , 设 观 测 值 个 数 为 = ,必要 观测 数 为 +, 则 多 余 观测 数 - 
-н-і BERT и TEA, М <t, иет а > 也 不 论 参 数 是 否 独 立 ,每 增加 I q# 
数 则 相应 地 多 产生 1 THE MERAMI rtu 个 方程 。 如 果 在 u 个 参数 中 有 ;个 是 不 独 
立 的 ,或 者 说 ,在 这 и 个 参数 (包括 u<: 或 =! 的 情 涡 以 及 uw 之 +, 但 其 中 没有 :个 独立 参数 
的 情况 ) 之 间 存 在 着 ;个 函数 关系 式 , 则 应 列 出 :个 形 如 (9-1-4) 式 的 限制 条 件 方 程 ,此 外 ,还 
应 列 出 

c = ri+iu™s (9-1-8) 

个 形 如 (9-1-3) 式 的 一 般 条 件 方程 ((9-1-1) 和 (9-1.2) 式 实际 上 都 是 (9-1-3) 式 的 一 种 特殊 形 
式 ) ,因此 就 形成 了 如 下 的 函数 模型 ; 

ға. = 0 (9-1-9) 

Ф(Х) = 0 (9-1-10) 


НЕЗ АИ УТЕ РЕЗЕ Ж ЕЖЕ, 
由 (9-1-8) 式 知 
с+у = ғ фа (9-1-11) 

(9-1-11) 式 是 个 很 重要 的 关系 式 , 它 告诉 我 们 在 进行 平 差 时 ,一 般 条 件 方程 的 个 数 c 与 限制 
条 件 方程 的 个 数 ; 之 和 ,必须 等 于 多 余 观 测 数 + 与 所 选 参 数 个 数 & 之 和 。 如 果 不 相等 , 则 表明 
所 列 出 的 方程 个 数 (c + s) 少 于 或 多 于 应 有 的 个 数 (r 十 4)。 如 果 c + s< r+ и, MARDA T 
某 些 条 件 方 程 ,这 样 , 平 差 后 求 得 的 结果 将 无 法 使 该 几何 模型 完全 闭合 。 如 c+ s> ены, A 
表示 所 列 的 条 件 存在 线性 相关 的 情况 ,这 将 造成 解 算 待 求 点 参数 的 困难 。 由 (9-1-11) 式 知 , 这 
AWE HAEA rc utso 


89-2 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 差 原理 


一 \ 数 学 模型 

在 上 节 中 已 给 出 了 概括 平 差 函 数 模型 的 一 般 形 式 为 (9-1-9).(9-1-10) 式 ,如 果 是 非 线性 
形式 ,要 采用 第 四 章 中 的 方法 和 符号 定义 , 按 台 劳 公 式 展 开化 为 线性 形式 。 概 括 平 差 郴 数 模型 
的 线性 形式 为 


АУ + Bz + W = 0 (9.2-1) 
Ce + W, = 0 (9-2-2) 
# шч 1 гі i 
ж 
W = ЕҒҰІ,Х9, W, = P(X’) (9-2-3) 


Ңс-уіи-5, c>r,u<c,s< u, ЫЯ 
R(A)= с, R(B) = u, R(C) = 5 
即 A 为 行 满 秩 阵 ，B 为 列 满 秩 阵 ，C 为 行 满 秩 阵 ， 表 示 (9-2-1) (9-2-2) 式 各 条 件 方 程 相互 
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独立 。 
随机 模型 为 
D = ciQ = Р (9-2-4) 
(9-2-1).(9-2-2) ЧЕЛ ЖИЕ ЖЕТ ЕУ [R ЇЇ ЖЕТЕ ТЕР ЖЕ tF ЕЗЕШ F (9-2-4) 
ДЕ: B ЗЕ EERE NRR ENRETE. 


二 ,基础 方程 及 其 解 


在 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 ,含有 c+s 个 方程 ,其 中 待 求 量 为 5 个 改正 数 和 个 参数 ,而 
(ets) < intu) RERA ERRATI E E RP, RI 
R| “= gl В | a= c+ s 
0 С 0 cC -W 
帮 该 函数 模型 是 有 无 穷 多 组 解 的 相 容 方程 组 。 为 此 虚 在 无 穷 多 组 解 中 求 出 一 组 能 使 VIPYV 
= min 的 一 组 解 ‚ЖК ЖЕЕ {ИО ЩН РЕЖ 


@ = МТРУ-ОКТХАУ + Bz + W) — 2КІ(Се + W.) (9-2-5) 
为 求 其 极 小 值 ,将 上 式 分 别 对 VM: НЕСЕ. 
аф 
zy = 2VTP - КТА = Ü 
22 --2КІВ-2КІС-9 
转 置 后 得 
РУ - АТК = 0 (9-2-6) 
ВК + С! Ks = 0 (9-2-7) 


在 (9-2-1)、(9-2-2)、 (9-2-6) 和 (9-2- PERE, 包含 待 求 量 为 n CRER, u 个 参数 ,c 个 对 
应 于 一 般 条 件 式 的 联系 数 以 及 s 个 对 应 于 限制 条 件 的 联系 数 ,而 方程 的 个 数 为 c+s+n+ и, 
即 方程 个 数 等 于 未 知 数 个 数 , 故 有 惟一 解 。 以 上 四 式 称 为 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 莽 法 的 基础 
方程 。 
解 此 基础 方程 ,通常 是 先 从 (9-2-6) 式 解 得 

V=P 1ATK = QATK {9-2-8) 
上 式 称 为 改正 数 方程 。 HERRA: 2-1) 式 , 则 有 

АОАТК + Be + W = 0 


在 第 五 章 的 条 件 平 差 中 已 令 
Na = AQA! (9-2-9) 
连同 (9-2-7) 和 (9-2-2) 式 , 则 得 
N. + B+ + w = 0 (9-2-10) 
BTK + C! K, = 0 
Сї + W, = 0 


以 上 三 个 方程 称 为 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 闫 的 法 方程 其 系数 阵 为 对 称 阵 ， 所 以 也 是 一 个 对 
称 线性 方程 组 。 其 中 N. JE c 阶 的 可 道 的 对 称 方 隆 。 以 NL 左 乘 (9-2.10) 式 可 得 
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K =- NOW + Bz) (9-2-11) 
ĦU BTN ЕЖЕ (0-2- 10) 趟 并 减 去 (9. 2-7) 式 ,得 


BINIIBZ — C! K, + ВТМ = 0 (9-2-12) 
же 
№ = БІМІН, У, = BTN;IW (9-2-13) 
则 (9.2-12) 式 可 写成 | 
Ne zg — С? К, + W, = 0 (9-2-14) 


ERP R(Na) = R(B1 N, В)= R(B)= н, H м} = (ВТМ В) = ВТМ В = №, В Мы 
Жи ШАҒЫМЕН, НИИ» РЕШ (9-2-14)5K II 


= NZ (CTK, - W.) (9-2-15) 
将 上 式 代 入 (9-2-2) 式 ,得 
CN CTK,- СМЫМ, + W, = 0 (9-2-16) 
邻 
М = ЄМҮСТ (9-2-17) 
于 是 (9-2-16) 式 可 写成 ， 
N. K, - CN; B W, + W, =0 (9-2-18) 


因为 R(N..)= RCCNGICT)= R(C)= s, H N£ = (сл ист) смрст= №. N 是 一 5 
阶 的 清 秩 对 称 方 阵 ,是 可 逆 阵 。 最 后 由 (9-2-18) 式 解 得 : 


K, =- N] (W, ~ CNZLW,) (9-2-19) 
将 上 起 代 人 (9-2-15) 起 ,经 整理 即 得 : 
£ =- (№ - NaCN CNE) №, - МЫСТМ ИМ, (9-2-20) 


在 实际 计算 时 , 当 (9-2-1) 和 和 (9-2-2) 式 中 的 一 般 条 件 方程 和 限制 条 件 方程 列 出 以 后 , 即 
可 计算 №, NZ М.Ма N... Na 和 W,, 然 后 由 (9-2-20) 式 算出 4 ,由 (9-2- 11) 式 计算 K, 
再 由 (9-2-8) 式 计算 WV。 一般 说 来 , 求 K Tü K, 并 非 平 差 计算 的 主要 目的 ， 如 果 不 需 要 计算 K 
和 天 ,, 则 (9-2-8) 式 可 写成 : 
V =- QA'Na(W + Bt) (9-2-21) 
这 样 , 当 算出 之 后 即 可 由 上 式 计算 了。 如果 需 要 计算 K 和 KK,, 则 可 由 (9-2-11) 式 讨 算 К, 
(9-2-19) 式 计算 K,。 最 后 平 差 值 为 


L =L+V (9-2-22) 
X = X + £ (9-2-23) 
$9-3 精度 评定 


这 一 平 差 方法 的 精度 评定 包括 :计算 单位 权 方差 的 信 值 ,推导 各 向 量 的 协 因 数 阵 和 互 协 因 
数 阵 的 计算 公式 以 及 平 差 值 函数 的 协 因 数 和 中 误差 等 内 容 。 


一 .单位 权 方 差 的 估 值 公式 


附 有 限制 条 件 的 条 件 平 差 法 的 单位 权 方 差 估 值 也 是 VTPV 除 以 它 的 自由 度 , 即 
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-2 _ МІРУ утру 
20 = ~ 
r couts 


其 中 УТРУ 除 直 接 由 V 计算 外 ,还 可 用 以 下 推出 的 公式 计算 。 
因为 У= QATK ,顾及 (9-2-1)、(9-2-7) 和 (9-2-2) 式 , 则 有 


VIPV= УТРОАТК = (АУ) К = - (Вғ + W)! K 


(9-3-1) 


=- WIK — ФТВІК =- W'K + СК, =- (МТК + WIK,) (9-3-2) 
将 (9-2-11) 式 代 人 上 式 ,并 顾及 (9-2-13) 式 ,得 


VIPV= WTNZW + ТМВ: - WIK, 
= Ты- T 
= МТМИ + Wt - WIK, 


二 、 协 因数 阵 的 计算 


(9-3-3) 


ЕЛЕНЕ ЕНЕР, А BE Е, X, K, Ko V iL. H О = QQ, 可 
Ll ME s етага ñ9 А b E ЖЕКЕ НТ BS ра ШЇ 2 Н S ИМА 32 BE: a 


向 量 的 基本 表达 式 为 
L=L 
W = AL + ВХ + А" = AL + W" 
X = X° - (NZ МАСТМОСМЫ) W,- NZCTNILW, (9-2-20) 
K =- МЖ - МВ? (9-2-11) 
K, =- МОЖ, + МОСМЫМ, (9-2-19) 
W, = BTN22W (9-2-13) 
V = ОАТК (9-2-8) 
L=L+V 
在 推导 中 应 顾及 W, Ei ӘЖЕ HES ОТ ЗЕ, TRAKE ЖЕЖ. MA 
动因 数 传 播 律 ,下 得 
Qi = Q 
Qww= АДАТ = Мы 
Ом. = AQ 
Өм = (NE - NACIN IICN G BTN ОуиМШВ(МЫ - МЫСТМ ОСМ) 


(мд - NaCTINACNE Мы Ni - МАСТА ГСМ) 
NZ — NZCTN2ICNZ 


HELE EUTES H, YS ЛЕЛЕ, FT K Мак (9-2-20) ЕВ K = 
- дау, + 常数 ,常数 对 推导 协 因 数 阵 无 影响 。 
Өк =- ОбөВІМ Ош =- QB NiaAQ 


Оқ” 


- QxgBTNzIQww =- Qx£BT 


Окк= NiQwwNi + NiQuxB Ni + МОВОхам д + NaBQxxB Маа 
= N! — МИВОхВТМ - NidBQxxB Na + NBO BT Na 
= Na - NatBQrgB Na 
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Ок = 


Qxw = 
Qk = 


Окк = 


Окі 一 
Окъ = 


Окх = 


Окк = 


I 


ТІ 


Ск = 


бік, - 


- NzQw - NiaBQ« =- NAAQ + МОВОхВТМДАО 
一 RxrAQ 

~ NiaQww -NaBQsw =- МИМ, + NBQxxBT =- ОқұМ,, 
- NzQm - МҰВОх 

N2BQx£ - М ВОхх = 0 

МСМ» № RCIN = мосмам СТ NI 
МСМ IN = N. 

NCN Qw, = М'СМЫВТМ ШАО 

NCN G Qw w = NCN aB Na Qww 

NZICN BT 

NCN Оук =- МОСОҗ 

~ NiCNE + МОСС! моем 

-NTICN + МОСМ = 0 

- NaCNRQwwN 了 -NaCNMQwkBIND 

- N22CNZBTNZ + NCN ABTN BQgBT N7 

- МОСМЫВТМ + NJ CQggBT М} 

- МОСМУВТМ + МОС – NaCN CNi) BTN 
- NCN BTN 

ОАТОккАО 

ОАТОк: =- ОАТОккАО =- Оуу 

ОАТОұу =- QA T Оки Уш 

QAT Оқа = 0 

ОАТОкк 


= QAT Qer =- ОАТМЦВМЫСТМА 

= Qu + Av + Өіу + Qw = Q - Aw 
= Qu + Qu = Q- Qv 

= Qw + Qw = QAT — QAT QkKN aa 


- ОАТ(ӨОқкМ, - 1) =- ОАТ(1- М ВдұВ! - Р) 
QAT N ВОВ" 


= О + Qur =- ОАТМОВОуқ 


Qik + Quk 
- ОАТОққ + ОА Оқ = 0 
Ок + Сук 
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ОАТМИВМИСТ МП! - ОАТМИВМӘСІМЕ = 0 
Qry= Оу + Quy 
=- Оуу + буу = 0 
ЖИЕН ИНЕ ДА ЕР 0-1 中 ,以 供 查 阅 。 


工 Q WL О. М. ою от QF 
1 -| Я: 
Ww | AQ Мы Оў» Оў» 274% QT Г ОТУ 
у 一 
х7 QgrBT- дент | Na ~ Ng т 
- Qu | 0 0 0 
N1AQ | сомасы аы 
= -Na | 1 | 
K - Окас - Qer aa Ü Окк Ок ОТК 
ВОКУВТМ „!\ ! 
МСМ: - NAICNG!. | . 
K * | N2ZCNDIBT 0 и м Ок | 9% 
ВТМ!А© BINI! | * ' 
Р ФАТ 
v - уу - ФАТОккМ,, 0 QAQkK ат, 
BN CUNI AQ 
271 СОАТМ 1: ] 
L Q- буу - QATNIBQOry Ü 0 0 Q- Qw 
BQ BT | 


89-4 各 种 平 差 方法 的 共性 与 特性 


迄今 为 止 ,已 经 分 别 介绍 了 5 种 不 间 的 平 差 方 法 。 不 同 的 平 差 方 法 者 对 应 着 形式 各 噶 的 
区 数 模型 ,在 所 有 这 些 函 数 模型 中 , 待 求 的 未 知 数 都 是 多 于 其 方程 的 个 数 , 而 且 它 们 的 系数 短 
阵 的 秩 都 等 于 其 增 广 矩阵 的 秩 , 因 此 ,它们 都 是 具有 无 穷 光 组 解 的 相 容 方 程 组 。 为 了 解决 解 的 
不 惟一 性 问题 ,采用 了 最 小 二 乘 原理 。 对 同一 个 平 差 问题 而 育 ,无 论 采 用 何 种 本 数 模型 ,其 最 
后 平 差 结 果 ( 包 括 平 差 值 及 其 精度 ) 玫 是 相同 的 。 

各 种 不 同 的 平 差 方 法 都 有 其 各 自 的 优点 和 特点 ,因此 ,我 们 不 能 断言 哪 一 种 是 最 好 的 方 
法 。 但 是 就 实际 应 用 来 说 ,根据 不 同 的 平 差 间 题 ,还 是 存在 平 差 方 法 的 选择 ,当前 较 多 采用 的 
是 间接 平 差 法 和 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 ,原因 在 于 :(1) 这 些 方法 中 的 误差 方程 ,其 形式 统 
一 ,规律 性 较 强 ,便于 计算 机 的 程序 设计 ;(2) 所 选 的 参数 往往 就 是 平 差 后 所 需要 的 最 后 成 果 
(包括 精度 ) ,例如 水 准 网 中 选 待定 点 的 高 程 ,三 角 网 中 选 待定 点 的 坐标 等 作为 参数 ,这 可 以 说 
是 这 两 种 平 差 方法 的 最 大 优点 。 但 这 绝 不 是 说 除了 这 西 种 方法 ,其 他 平 差 方法 就 不 重要 了 。 
例如 ,如 果 只 为 了 求 得 个 别 非 观测 量 的 平 差 值 和 精度 ,当然 采用 附 有 参数 的 条 件 平 差 法 就 较为 
合适 了 ,其 他 方法 也 各 有 特点 ,不 再 一 一 举例 说 明了 。 

但 是 必须 强调 指出 的 是 ,作为 一 个 冰 数 模型 来 说 ,其 中 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 差 靶 的 函数 
模型 则 有 着 特殊 的 作用 。 例 如 : 
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(1) 当 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 的 系数 阵 了 =0,C=0 时 , 它 就 变 成 了 条 件 平 差 法 的 函数 模 
型 。 

(2) 当 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 的 系数 阵 C=0 时 , 它 就 变 成 了 附 有 参数 的 条 件 平 差 的 函数 
模型 。 

(3) 当 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 的 系数 阵 A = 一 了 和 人 C=0 时 , 它 就 变 威 了 间接 平 差 法 的 函 
数 模型 ;( 此 时 的 W 就 是 一 1 ,因此 常数 项 ЖІ 实际 上 具有 相同 的 意义 和 作用 ,关于 这 一 点 
以 后 将 不 再 说 明 )。 

(4) 当 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 的 A = -工时 ,就 变 成 了 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 的 函数 
模型 。 

由 此 可 见 ,所 有 其 他 平 差 方 法 的 函数 横 型 都 可 以 说 是 附 有 限制 条 件 的 条 人 忻 平 差 法 函数 模 
测 的 一 个 特例 。 换 言 之 ,该 模型 概括 了 所 有 的 函数 模型 ,因此 ,这 是 将 该 函数 模型 称 之 为 概括 
ЖЕН” Ж. 

既然 当 (9-2-1) 和 (9-2-2) 式 中 的 系数 矩阵 等 于 特定 的 矩阵 ,例如 等 于 "0" 或 ~ 1" 就 变 成 
了 不 向 的 函数 模型 ,那么 ,由 本 章 所 导出 的 全 部 公式 ,自然 也 可 应 用 于 其 他 任何 一 种 平 差 方法 ， 
只 要 将 公式 中 涉及 到 系数 阵 4 .B、C 处 代 以 “0 7 或 "一 I" 就 可 简化 成 其 他 方法 的 公式 ,因此 ,将 
本 章 中 所 有 的 (包括 求 估 值 和 精度 的 ) 公 式 称 之 为 “通用 公式 。 这 不 仅 便 于 人 们 应 用 ,而 且 更 
加 深 了 人 们 对 各 种 平 差 方 法 的 理解 。 


$9-5 平 差 结果 的 统计 性 质 


在 $4-5 中 已 经 说 明了 有 关 参 数 估计 最 优 性 质 的 几 个 判定 标准 ， 即 无 偏 性 .一致 性 和 有 效 
性 。 本 节 将 证 明 , 按 最 小 二 乘 原理 进行 平 共计 算 所 求 得 的 结 水 具有 上 述 最 优 性 质 。 由 于 其 他 
平 差 方 法 只 是 概括 平 差 模 型 的 特例 ,因此 对 该 平 差 模 型 进行 证 明 的 结论 御 然 也 适用 于 其 他 平 
差 模型 , 故 无 需 一 一 分 别 证 明了 。 


一 、 估 计量 РХ 均 为 无 偏 估计 
要 证 明 L тх 共有 无 偏 性 ,也 就 是 要 证 明 


E(L) = ЖЕК) = X (9-5-1) 
因为 K= X° + Z ,X = X° + z WE ЕХ) = X Ab uk aras uE BH 
Е(х) = zx (9-5-2) 


对 84-3 中 的 (4.3-12)、(4-3-15) 式 两 边 取 期 望 ,顾及 E (&) =0,х 为 真 值 久 与 X" 22, Х 
取 定 后 , 工 即 为 一 定 值 ,于 是 得 
E(W) =- АЕ(А)- ВЕ(х) = ~ Bz (9-5-3) 
E(W.) =- СЕ(х) =- Cr (9-5-4) 
对 (9-2-20) 式 取 期 望 ,为 书写 方便 ,将 其 中 W, 的 系数 写成 - Qxx( 见 表 9-1), 并 将 W, E 
成 BINZ1W( 见 (9-2-13) 式 ), 则 有 
ЕСУ-- QB TNAE(W) - МЕСІМДЕСУУ,) 
= QwBTNDBz + МЫСТМ Ст 
= (Р NJCTNIC) + МЕСТА Cr = х (9-5-5) 
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此 即 (9-5-2) 式 中 的 结果 。 再 由 (9-2-21) 式 取 期 望 ,得 
ЕСУ) =~- ОАТМ.ШЕСМУ) + ВЕ(х)] = ~ ОАТМ (- Bz + Bz) = 0 (9-5-6) 
由 (9-2-22) 式 取 期 望 ,得 
EIL) = E(L)+ Е(У) = E(L) = L (9-5-7) 
这 就 证 明了 X 和 工 EX ЖИ 的 无 偏 估计 量 。 


二 、 估 计量 X 具有 最 小 方差 (有 效 性 ) 
参数 估计 量 的 方差 阵 为 


Эхх = 220 
Оу РАЙ ЖЖ Ж ЖЕЕ Х.(1-1,2,---4) 6 Эн, ЗЕН ЕНЕ ЕҢ 
迹 的 定义 知 ,也 就 是 要 证 明 
(Оуу) = min 或 itr(Qxx) = min 
由 {9-2-20) 式 知 ,+ E W,( = ВТМ) W, 的 函数 ,也 就 是 条 件 方程 和 限制 条 件 中 常 
数 项 W AMW, 的 线性 函数 。 现 在 假设 有 W ЖП W, 的 男 一 个 线性 函数 2 , 即 设 
+= H, W + H,W, (9-5-8) 
Жир H,. H, 均 为 待定 的 系数 阵 ,问题 是 H 和 H, 应 等 于 什么 ,才能 使 r MEIAS Ë 
最 小 , 即 其 tri Qr) = min. 首先 要 满足 无 篇 性 , 则 须 使 
E(#')= HIE(W) + H,E(W.) =- HBr - Н,Сх 
=- (HIB+ H;C)< = z (9-5-9) 
ERRAK 
- (HB+ НС) = 1 (9-5-10) 
а, 2 БЫНЫ. ЛАНИ ТЕЕ ТЕ, (9-5-8) ЭРЕК W. 为 非 随机 量 ( 因 W, = 
Ф(Х9),8 
Qr = H,QwwHI 
现在 的 问题 是 要 求 出 Н, 和 H ЖЕ (9- 5-10) ФЕИ, ПО ВЕЕ tr( Ө, ) = min, 这 
E — 4-3 ЖЕЕ (8 BO BPES , ЕН ЖНЖ 
Ф = (НОН) + tr(2(H,B + H,C + D K') 
其 中 KT ЕЖЕН. ЖЖ oA, ЕЖ ЕХЯН 和 H, 求 偏 导数 并 令 其 为 等 ,得 
аФ 


ЭН = 2HiQww +2KBT = 0, ў = 2KC™ = 0 (9-5-11) 
由 表 9-1 Hl, Qww = Na ARP 1 式 可 解 得 
H, = ~ КВІМШ (9-5-12) 
代入 (9-5-10) 式 ,得 
KBTNIB - Н,С = I (9-5-13) 
H BTN B= Ny , 故 得 
K = (IL,C + D NZ (9-5-14) 
代入 (9-5-11) 的 第 2 式 , 则 有 
(H,C + ТУМУС! = 0 (9-5-15) 
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H Смс" = N, , 故 由 上 式 解 得 
H, = ~ NACTN2l 
再 将 其 代入 (9-5-14) 式 , 则 有 
K = Na - мастмисм у 
于 是 ,由 (9-5-12) 式 得 
H, =- (Na - NaCN ICN) BIN 
将 (9-5-18) 和 (9-5-16) 两 式 代 和 人 (9-5-8) 式 ,得 
т =- (Na - NaCINAMACNA ВТМ: - NuaC Му, 


(9-5-16) 


(9-5-17) 


(9-5-18) 


(9-5-19) 


与 (9-2-20) 式 相 比较 知 , = z ,z JE fE ИЯЛ ЗЕ |N BS ЖЕГЕ ЕЛ8 АО, ІҢ, 1 8А няк 
二 乘 估计 求 得 的 2 也 是 无 偏 估计 , 且 方 差 最 小 (有 效 性 ) , 故 X = X° + 2 是 最 优 无 偏 估计 。 


三 、 估 计量 上 具有 最 小 方差 
要 证 明 上 具有 最 小 方差 ,也 就 是 要 证 明 : 


t(D) = min Еу Ог) = min 
这 一 证 明 步 又 类 似 于 (二 }) 中 所 述 , 故 在 下 面 的 证 明 中 将 不 作 过 多 的 解释 。 
因为 ( 见 (9-2-22) 和 (9-2-21) 两 式 ) 
L = L+ V = L - QATND(W+B) 
H t= – QzzBINTIW -Ng CINE W, 代入 上 式 ,经 整理 可 得 
L = L- QATNZN (I - BQzrBI NI) W + ВМЫСТМСУУ,1 
БЕУ, ВАЕ ЖЕНА -A4 
Ë = L + G, W í G; W, 
其 中 G, ,Gz 均 为 待定 系数 阵 。 取 期 望 ,得 
E(L')= E(L)+ G,E( W) + G;E( W,) 
= Ë - G Bz - G;,Cz = L - (G,B + G,C)z 
获知 , 若 上 “为 无 偏 估计 , 则 必须 满足 
(G iB + G,C) = 0 
按 协 因数 传播 律 ,并 顾及 W, 为 非 随机 量 , 由 (9-5-23) 式 得 
О = Q + Q. Gi + GI Qw + СӨС 
赛 在 满足 (9-5-24) 式 的 条 件 下 求 (Qrp) = min, 为 此 组 成 函数 
B= (Qrp) + tr(2(G B + С.С) КТ) 
为 使 @ 极 小 ,将 其 对 G1,Gz 求 偏 导数 并 令 其 为 零 : 


а 
过 = 20» +2С1О»» + 2KBT = 0 
аФ _ т 
эб = 2KC™ = 0 
H3 9-1 查 得 Qiw = ОАТ, Qww = NM 由 (9-5-27) 式 解 得 
Gi =- (QAT + КВТ) МИ 


代入 (9-5-24) 式 ,得 
- QATNIB — KBINB + G,C = 0 


(9-5-20) 


(9-5-21) 


(9-5-22) 


(9-5-23) 


(9-5-24) 


(9-5-25) 


(9-5-26) 


(9-5-27) 


(9-5-28) 


(9-5-29) 
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顾及 了 INIB= №, H ЕН 
К =- ОАТМОНМЫ + G, CN; (9-5-30) 
代 人 (9-5-28) 式 , 则 有 
- QATNIIBN CT + 6,СМЫСТ = 0 
因 СМЫСТ- N, , 故 可 解 得 
G, = ФАТМОВМИСІМ 7 (9-5-31) 
代 人 (9-5-30) 式 ,得 
К =- ОАТМЫВ(МЫ – NgC NHACND) =- ОАТМ АВО (9-5-32) 
再 代入 (9-5-29) 式 ,得 
бу =- QATN2(I - ВОеВТМЕ (9-5-33) 
将 (9-5-31) 和 (9-5-33) 式 中 的 С, 和 G. 代 人 (9-5-23) 式 ,得 
L = L- QATN2I[(I - BQ<zBI NTI W + BNZCTN1W,] 
与 (9-5-22) 式 对 照 知 ,两 者 完全 相同 ,上 上 式 中 工 ' 是 在 无 和 偏 和 方差 最 小 的 条 件 下 求 得 的 ,这 说 明 
由 最 小 二 乘 估计 求 得 的 下 也 是 无 篇 信 计 , 且 方差 最 小 , 即 无 偏 最 优 估计 。 


四 、 单 位 权 方 差 估 值 о 是 а, 的 无 偏 估计 量 
在 以 上 各 章 中 ,单位 权 方 差 的 估 值 公式 都 是 用 УТРУ 除 以 各 自 的 自由 度 , 邯 


-> МІРУ 
g 一 -一 一 
Z 
自由 度 即 为 多 余 观 测 数 。 现 在 要 证 明 : 
Elai) = в (9-5-34) 


由 数理 统计 学 知 , 若 有 服从 任 一 分 布 的 9 维 随 机 向 量 已 知 其 数学 期 望 为 ЛЕН 
ЖУУШ y р ЧЕТВ Нр ЖЕШ 
Е(УТВҮ) = tr( BE) + В (9-5-35) 


式 中 B 是 一 个 9g 阶 的 对 称 可 道 阵 。 
MA УКЕ ЕТЕУ, WEF у БУА ЕСУ) Р ВА Dyv, В 阵 可 以 换 成 


权 阵 中 ,于 是 有 


E(VTPV) = tr(PDyy) + ЕСУУІРЕСУ) (9-5-36) 
前 已 证 明 ЕБ(У)=0(10(9-5-6)зҖ),П Dyv = s Оуу, РЕ 
E(VTPV) = «РО, (9-5-37) 


由 表 9-1 查 得 Оуу = QATARAQ = QANG- Np BOBINI АО, RAER, А PQ 
= 了 ,AQAI=N ,BIN ІВ = №, 4 
E(VTPV)= врт РОАТ Мыш - NBQxxB М2)401 
= ottr[ AQA (М! - МОВО КВ 1 N21)) 
= sull, — ВМВ) = oile - tr(QxrN)] (9-5-38) 
再 由 表 9-1 查 出 Qxx = М – МЕСТА CN WE 
с ОМ) = (1, - МИС? МОС) = tru) — (м.м) 
= и-и) = ыз 
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48 А.(9- 5-38). ШЖ 
Е(УТРУ) = ole- u +s) 或 三 | 
由 (9-3-1) 式 知 , 上 式 也 可 写成 


ViIPY ) 


= 22 

с-ц+ 5 = 20 (9-5-39) 
T 

E( 一 )= Е(о$) = ад (9-5-40) 


因此 ,(9-5-34) 式 得 证 , 即 z; ЖЕ о ЖИЕН 

上 述 有 关 无 偏 和 方差 最 小 的 统计 性 质 是 从 硫 括 平 差 模型 { 附 有 限制 条 件 的 条 件 平 差 法 ) 当 
发 推 证 的 ,由 于 其 他 所 有 平 莽 方法 都 是 它 的 特例 ,其 推 证 的 上 述 结 论 必 然 也 适用 于 其 他 任 一 平 
差 方 法 。 由 此 可 知 ,最 小 二 乘 佑 计 具 有 优良 的 统计 性 质 。 
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第 十 章 误差 椭圆 


$10-1 Ж 3 


在 控制 测量 中 ,点 的 平面 位 置 是 用 一 对 平面 直 关 坐标 来 确定 的 。 为 了 确定 待定 点 的 平面 
坐标 ,通常 震 进 行 一 系列 观测 。 由 于 观测 值 总 是 带 有 随机 误差, 因而 根据 观测 值 ,通过 平 差 计 
算 所 获得 的 是 待定 点 坐标 的 平 差 值 z、y( 为 了 书写 方便 ,本 童 以 ry CERLA RAGAS 
全 , 旋 ) ,并 不 是 待定 点 的 真 坐 标 值 tya 

在 图 10-1 F.A 为 已 知 点 ,假设 它 的 坐标 是 不 带 误 差 的 数值 。P 为 待定 点 和 的 真 位 置 ,PP 
为 由 观测 值 通 过 平 差 所 求 得 的 点 位 ,在 待定 点 中 的 这 两 对 坐标 之 间 存 在 着 误 善 Ar 和 Ay, 由 
图 知 
ez (10-1-1) 

Ау = у-у 

由 于 Az 和 Ау 的 存在 而 产生 的 距离 AP 称 为 P 点 的 
点 位 真 误差 ,简称 为 真 位 差 。 由 图 知 

АР? = Ах? + Ау? (10-1-2) 

РАФЖИЕЗЯ с Жу 都 是 由 同一 组 观 浏 值 通 
过 平 着 所 求 得 的 结果 。 设 平 差 后 的 坐标 z.y 与 观测 
向 量 之 间 的 线性 函数 关系 为 

х= ар + аі, у = Во + В. 
TR БЕЖИ О А], z 和 >》 也 将 取得 不 阐 的 数 图 10-1 
É. REZ ЛУ Ж [1 МЕ В ЛЕД х.у 
值 ,因而 就 出 现 不 同 的 Ax Ay AAP 值 ,所 以 它们 都 是 随机 变量 ,对 以 上 两 式 取 数 学 期 望 , 得 
Elx) = ao + aE(L) = ao + аі = x 
Ely) = 8+ BE(L) = B + BL = y 
根据 方差 的 定义 ,并 顾及 (10-1-1) 式 , 则 有 
а = E[(E(z)- *)2] = E[(Zz - x)] = E[Az2] 
а = Е[(Е(у)- y)2] = Elly- yY] = Е[Ау?] 
对 (10-1-2) 式 两 边 取 数 学 期 望 ,得 
E(AP2) = E(Az2) + Е(Ау?) = а? + о? 
Ep E(AP?) 是 PP 点 真 误差 平方 的 理论 平均 值 ,通常 定义 为 P 点 的 点 位 方差 ,并 记 为 ap F 
是 有 


= 2 + 2 (10-1-3) 
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如 果 将 图 10-1 中 的 举 标 系 旋 转 某 一 角度 , 即 以 
Оу 为 坐标 系 (图 10-2) , 则 APP RARER z 5 
IAE AI 4),(Z ,3 ) 和 (x',y e BRER EIR 
系 中 对 应 的 真 误差 Ат ЖАУ 的 大 小 变 了 ,但 AP 的 
大 小 将 不 受 坐 标 轴 的 变动 而 发 生变 化 ,此 时 АР? = 
Ах ?++Ay?, 仿 (10-1-3) 式 可 以 直接 写 出 
аъ = ам + oy (10-1-4) 

直 (10-1-3) 和 (10-1-4) 式 可 见 , 点 位 方差 01 总 
是 等 于 两 个 相互 垂直 的 方向 上 的 坐标 方差 o Жі; 
Ror Mey ҰЯ, ШАУ ДЕ op 的 太 小 与 坐标 
系 的 选择 无 关 。 

如 果 再 将 P ДЕ {Ж AP 投影 于 AP 方向 和 垂直 于 AP 的 方向 上 , 则 得 Аз 和 Ан (图 
10-1),А5,Аи 为 P 点 纵向 误差 和 横向 误差 ,此 时 有 

АР? = Aš + Аш? 


Рх. у") 


Ё 10-2 


45 (10-1-3) ЖАН 
Jp = 5? + с? (10-1-5) 
通过 纵 、 横 向 误差 来 求 定点 位 误差 ,这 在 测量 工作 中 也 是 一 种 常用 的 方法 。 

上 述 的 о, Жо, 分 别 为 P ATA RE z 和 y 方向 上 的 中 误差 ,或 称 为 z 和 方向 上 的 
Ra., A, Жа, ЖР 点 在 AP 边 的 纵向 和 横向 上 的 位 善 。 为 了 衡量 待定 点 的 精度 ,一 般 
是 求 出 其 点 位 中 误差 ve。 为 此 ,可 求 出 它 在 两 个 相互 垂直 方向 上 的 中 误差 。 例 如 ,sr Жо, % 
в, Жә, ,就 可 由 (10-1-3) 或 (10-1-5) 式 计算 点 位 中 误差 。 

从 以 上 的 讨论 中 可 以 看 出 ,点 位 中 误差 ор 虽然 可 以 用 来 评定 待定 点 的 点 位 精度 ,但 是 它 
却 不 能 代表 该 点 在 某 一 任意 方向 上 的 位 差 大 小 。 而 上 而 所 到 的 о, .а,.о, Ва, 等 ,也 只 能 代表 
待定 点 在 x 和 y 轴 上 以 及 在 AP 边 的 纵向 ,横向 上 的 位 差 。 但 在 有 些 情 况 下 ,往往 需要 研究 点 
位 在 莱 些 特殊 方向 上 的 位 差 大 小 ,此 外 还 要 了 解 点 位 在 哪 一 个 方向 上 的 位 差 最 大 ,在 哪 一 个 方 
向 上 的 位 差 最 小 ,例如 ,在 工程 放样 工作 中 ,就 经 常 需要 关心 任意 方向 上 的 位 差 问 题 。 ATE 
于 求 定 待定 点 的 点 位 在 任意 方向 上 位 差 的 大 小 ,一 般 是 通过 求 出 待定 点 的 点 位 误差 椭圆 来 实 
现 的 ,通过 误差 帆 圆 可 以 求 得 待定 点 在 任意 方向 上 的 位 差 , 这 样 就 可 以 较 精确 地 ,形象 而 全 面 
地 反 了 映 待 定点 的 点 位 在 各 个 方向 上 误差 的 分 布 情况 。 


5102 点 位 误差 


一 \ 点 位 中 误差 的 计算 
待定 点 的 纵 、 模 坐标 的 方差 是 按 下 式 计算 的 : 
2-31-40. 
(10-2-1) 
a = b = àQ, 
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##(10-1-3)Ж = ду FRE 
op = 0009, t Qy) (10-2-2) 
关于 Q. .Qu 的 计算 问题 , 现 分 别 按 两 种 平 差 法 概述 如 下 。 
当 以 三 角 网 中 待定 点 的 坐标 作为 末 知 数 , 按 间接 平 差 法 平 差 时 ,法 方程 系数 阵 的 逆 阵 就 是 
未 知 数 的 协 因 数 阵 Оку, 当 平 差 问题 中 只 有 一 个 待定 点 时 


| Ош Qay | 


Оз = (BTPB)'! = (10-2-3) 


wE Qy 
其 中 主 对 角 线 元 素 中 .QQ 就 是 待定 点 坐标 My 的 权 倒 数 ,而 @, 或 马 ,, 则 是 它们 的 相关 权 
倒数 。 相 关 权 倒数 将 在 后 面 的 公式 推导 中 用 到 。 当 平 差 问题 中 有 驳 个 待定 点 ,例如 个 待定 
点 时 ,未 知 数 的 协 因数 阵 为 


Ө. а. О, Q... 9; , Qaz 9. , 

Q. ©, >, Оу. Q. y 9, = ©, 
Qsz = (ВТРВ) = | : : |. (0-2-4) 
1:25 

Q... Озу, ee Q... Q t, м. Q. Qay, 

д. 0,2 Q, Q, -< Q, Q,, 


нА ЕЕ БИЕ ЖИЛ A 859 (О -E ЛОТ ЕЕ ТІЗЕ ТІП 
ДЕ 
当 平面 控制 网 按 条 件 平 差 时 ,待定 点 坐标 由 观测 值 揭 平 差 值 计算 。 帮 欲求 其 权 倒 数 , 需 按 
照 求 平 差 值 函 数 的 权 倒 数 的 方法 进行 计算 。 设 待定 点 PREI су 的 权 函 数 式 为 
dz = 六 df 
dy = да) 
按 协 因数 传播 律 并 顾及 上 的 协 因 数 阵 { 见 表 5- 1) 有 
Оп, — рг! к Р"ТАТМ ШАРТ! 


(10-2-5) 


得 
Qa = Әп, = ГР, – (АРТУ,)ТМШАРТТУ, 
Qy = /Qfy = ГРУ, (APAT NGAP! fy (10-2-6) 
Q = Auf = ГРУ, -APAY NGAPA, 
将 Q. ML Q. 代 人 (10-2-1) 式 和 (10-2-2) 式 , 便 可 求 出 01407 和 oj。 但 对 平面 控制 网 进行 平 
差 时 ,由 于 子 样 的 容量 有 限 ,因此 不 论 用 何 种 方法 平 差 ,只 能 求 得 单位 权 方差 of 的 估 值 中 ,所 
以 实用 上 只 能 得 到 待定 点 纵 、 横 坐标 的 方差 估 值 以 及 相应 的 点 位 方差 的 估 值 , 即 


оз = об, 
. - (10-2-7) 
ау о20,, 
和 
съ = 6000, + Qy) (10-2-8) 


本 章 都 从 方差 出 发 来 讨论 问题 。 实 用 时 ,只 要 用 相应 的 方差 居 什 代替 方差 , 便 得 到 实用 的 
会 式 , 故 今后 不 再 一 一 对 照 说 明了 。 
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二 ,任意 方向 р At 


ATRE P 点 在 某 一 方向 9 上 的 位 差 , 需 先 找 出 待定 点 了 在 ?方向 二 的 真 误差 Афр 与 


纵 . 横 坐 标的 真 误差 Ax 、Ay 的 函数 关系 ,然后 求 出 该 方向 的 位 差 。 卫 点 在 9 方向 上 的 位 置 真 
误差 ,实际 上 就 是 P 点 点 位 真 谋 差 在 g 方向 上 的 投影 值 。 如 图 10-3, 点 位 真 误差 РР'{ р Л 
向 上 的 投影 值 为 PP”。 


由 图 10-3 可 以 看 出 Ay 与 Ax ,Ay 的 其 系 为 : 
Аф= РР” + PP” 


= созрАл + яшпфАу 
根据 协 因 数 传播 律 得 


О, = Q.,cos + Оп p + Q..sin2 Ф 
Qw 即 为 所 求 方向 9 位 差 的 权 倒 数 。 类 似 于 (10-2-1) 式 ， 
车 以 Qp RUHRI E ca 8048 
a} = 6809, = об Qcos gp + Qsing + Q,,sin2 e) 


(10-2-9) 
ERMA Р 点 在 给 定 方向 pg 上 的 位 差 计 算式 。 式 中 单位 
权 方差 为 常量 ,02 的 大 小 取决 于 Qw ,而 Q, E ККЖ. 


三 .位 差 的 极 大 值 ЕЛАР 


图 10-3 


当 方 向 ф RA 10-2 中 的 хлус у ЛАР Л ИШАА ЕНТ АР 的 方向 时 ,相应 方向 上 的 
位 差 权 倒 数 为 О. Әу Arro Оуу Q. Quro 在 众多 的 位 差 权 倒数 中 , 必 有 一 对 权 倒 数 取 
得 极 天 值 和 极 小 值 ,分 别 设 为 Qe M Orre AR Qee 和 Ое ,可 利用 协 因数 阵 (10-2-3) ,因为 
Qe 和 Qnr 就 是 这 个 协 因数 阵 特 征 值 的 两 个 根 。Q 太 的 特征 方程 为 : 


Q. А ©. 
| 95 — ÀI 1 = 


= -2- 
Q,, Q, _ N 0 (10 10) 
展开 得 
{Qa = AH Qy т à) = 03, = 0 
2 - (Ө + RQA + (9.0 - Q1,) = 0 
解 之 , 则 有 
a = H Qu + Q,) t + V On + Q> - 4(Q..Q,, 0) 
即 得 
А = де = Z (Q,, + Q,, + K) (10-2-11) 
Aa = Се = СА + 9,, - K) (10-2-12) 
式 中 
K = /(Q., - Qy) + 4Q2, (10-2-13) 
将 Qe 、Qes 笠 上 单位 权 方 差 就 可 求 出 了 点 位 差 的 极 大 值 E 和 极 小 值 下 ,计算 式 为 
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2 
on 


Е? = в кє = > (Qe + ©» + К) (10-2-14) 
2 
Р? = 0 = % (Q,, + Q,, — K) (10-2-15) 
或 

E = ба V 633 (10-2-16) 

Е = бұ С (10-2- 17) 

将 (10-2-14). (10-2-15) 阿 式 求 和 ,并 顾及 (10-2-11) 和 (10-2-12) 式 ,得 
E? + Е = 0200, + Qg) = a? + о? = 05 (10-2-18) 


WR 28 385K(10-1-4)81(10-1-5) I NI, Р д Et SD 4 Н ЕН (ау З ВОЗЕ Jr ЯП БУН 
等 ,而且 等 于 P 点 的 点 位 方差 。. 
Ор: ОЖАР 点 在 方向 pg Aer 上 位 差 的 权 倒 数 , 在 ое 方向 上 的 位 差 具 有 极 大 
值 和 在 pr 方向 上 的 位 差 具有 极 小 值 。 为 此 ,要 导出 计算 ys ЖІр, 值 的 公式 。 
实际 上 , r. фр 分 别 是 Qxx 的 特征 值 1 = Өне Аз = QFe 对 应 的 特征 向 量 的 方位 角 。 作 
Qxx 的 特征 向 量 方程 
(бе -АрХ-0 (10-2-19) 
ХАНА 对 应 的 特征 向 量 , 设 X=(z у) ФЕ z ЯУ АМ PPS r KEE, ЖА = 
A = Ок А, 
Qar - QEE Qay IN | 
О Q,, - QEE 3 


(Q., — Qedr + Оу = Ü 
Q. + (Q,, = Ок)у = 0 
由 此 ,可 解 得 具有 位 差 极 大 值 的 方向 ое 为 


tanpe — > — Q кк = Q... = 9% (10-2-20) 


Q,, Ок - Оу 
后 两 个 等 式 可 用 于 互相 检 核 。 
ИНЕ, А = А = Qrr 代 人 (10-2-19) 式 .得 
(Q. — Qi) + О.у = 0 
Q. + (Q, - Өр) = 0 
可 得 具有 位 差 极 小 值 的 方向 рр 为 


tangp = 2 = Фе 8 = -2 " (10-2-21) 
PE 和 PF 两 方向 之 差 为 90%. 
此 外 ,还 可 由 (10-2-20) 式 求 得 
29,, 
2tan фк QEE — Qy 
tan? pe Е l- tan” фр Е 1- О . QER = Glir 
Әке ы ©, су 


化 简 得 
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2 
lan2 ge = Ga 


0, = 0» 
如 果 由 (10-2-21) 式 类 似 地 推导 ,也 可 得 


tan2 фр = ат 
合并 上 两 式 , 记 为 
20., 
0. = © 
由 此 式 也 可 求 极 值 方向 фо, ро 有 两 个 根 ,一 个 是 极 大 值 方向 gs , 另 一 个 是 级 小 值 方向 фро 
бі 101 已 知 某 平面 控制 网 中 待定 点 了 的 协 因数 为 
1.236 – 0.314 
Өз = | 0.314 192] 
并 求 得 co = 1, E.F Meg 之 值 。 
8: к-/(0,-0,77%403,-90.6295 


О = Fl Qa + Q, + K)= 1.528 


lan2@%, = (10-2-22) 


Ок = 2 Qa + Q,, К) = 0.899 


Ë = ia / Qa = 1.24 
Ë= so ғ Ор; = 0.95 
tange = ШЕТ Q= = - 0.932 
шу 
PET 137° 或 ФЕ = 317° 


(апфр = s =1.073 


гу 


фр = 47° Ж фр= 227° 
П.Е E.F 表示 任意 方向 时 上 的 位 差 


由 (10-2-9) 式 计算 任意 方向 о 上 的 位 差 时 ,p 是 从 纵 坐 标 轴 z 顺 时 针 方 向 起 算 的 。 现 导 
HA E.F 表示 并 以 EE 轴 ( 即 方向 oz 轴 ) 为 起 算 的 任意 方向 上 的 位 差 ,这 个 任意 方向 用 更 Ж 
示 ( 图 10-4)。 

以 互 轴 和 己 轴 为 坐标 轴 ,计算 任意 方向 w 的 位 差 , 先 找 出 误差 ЛУ 与 AE、AF 的 关系 
式 , 青 按 协 因 数 传播 律 求 得 Qeww 。 这 一 推导 过 程 可 仿照 求 @@m 的 方法 , 即 

АҒ = cos АЕ + sn FÁ F 
Ору = ©кксоз Y + Qersin Р + Qersin2 Y (10-2-23) 
жер Q. ЕН ЗЕ BJ H ИМЯ, ДИЙ Qer = 0, ЛЕВЕ E.F 方向 上 的 平 差 后 坐标 是 
不 相关 的 。 下 面 给 出 证 明 。 
AE 和 AF ЯА Ах Ау 线性 表 出 , 即 
АЕ -совфрАт + віле- Ау 
АЕ = соѕєрдт T singrA y | 


(10-2-24) 
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顾及 созфр = cos(9Ü + gp) = — singe singr = coser 上 式 为 


АЁ =- snerñzr + созфр АУ (10-2-25) А 
R AEAF HEHEH Qer ,得 
QEF = — созфезіпфе n + созфкзїп prQ + (соғ фе 一 біп фе) О, Е 
=- Fsin2 ga (Qu - Q,,) + соз2фк©)„, (10-2-26) PE 
由 (10-2-22) 式 知 < 
здк = р С" шу , 
代入 (10-2-26) 式 ,可 见 右边 两 项 大 小 相等 ,符号 相反 , 放 有 
Qr = 0 (10-2-27) 图 10-4 
由 此 ,(10-2-23) 式 的 协 因 数 可 写成 
Оуу = Qos W + QFrsin Y (10-2-28) 
以 E.F RS IFO Y E Mg ЗЕ ДАА 
02, = 420 ру = 020 Qro? W + Qersin: Y) (10-2-29) 
% а, = Eos + Ез ч (10-2-30) 


例 10-2 数据 同 例 10-1 , 试 计算 当 更 =13" 时 的 位 差 。 
解 : 由 例 10-1 算得 Е = 1.528, Е? = 0.899, 
代 和 (10-2-30) 式 即 得 
23, =1.528cos213° +0.899sin213 = 1.496 
ag = 1.22 


$10-3 误差 曲线 


以 不 同 的 ТР 和 oy 为 极 坐标 的 点 的 轨迹 为 一 闭合 曲线 ,其 形状 如 图 10-5 所 示 。 显 然 , 任 
意 方向 世上 的 向 径 OP 就 是 该 方向 的 位 差 sw。 这 个 曲线 把 各 方向 的 位 差 清楚 地 图 解 出 来 了 。 
由 图 看 出 ,该 图 形 是 关于 E Hh F 轴 对 称 的。 这 条 曲线 称 为 点 位 误差 曲线 {或 点 位 精度 曲 


线 )。 
在 工程 测量 中 ,点 位 误差 曲线 图 的 应 用 很 广泛 ,根据 这 个 图 可 以 找 出 坐标 平 差 值 在 各 个 方 
向 上 的 位 差 。 例 如 ,图 10-6 为 控制 网 中 已 点 的 点 位 误差 曲线 图 ,A .了 CC 为 已 知 点 。 由 图 可 


得 
в = Ра 
a = Ti | 
_— (10-3-1) 
ба = Ре = E 
E 
ы Pa = F 


ни р пу б зај Зе PRA, ЕЖЕН riu Йй ағА ФЗ о, Лавр ЖА 
РНЕ РА жін Н ЗЕР ‚ЙДЕ РА КИЙ ТИЕ, FE F sk apk t 
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” L Pe 
z в 5 (10-3-2) 


其 中 Spa 为 PA RHES., KER PB 边 长 的 中 误差 为 
gg = Pe (10-3-3) 


图 10-5 Ё 10.6 


510-4 З“ЕЖЕ 


ЗЗА ња ЕШКО, НЕЕ Т 6 iri. 1953Ж 5 
Ц Е.Е Ж ЕЕН BJ ВИ О 10-7 т), Ж И ЁК УЗЕН Bl, ск. Е.Е 称 为 
{йа ЖИН Ж. AXALA MAME ARREA. ТЕ КУТА КОП] 
以 图 解 出 任意 方向 YAp. HARE: ARE Y ASEZ PD, P 为 切 点 , 卫 
为 垂 点, 则 cy = OD, 下 面 证 明 此 结论 。 


ІҢ 10-7 图 10-8 
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图 10-8 Ва, CMN EE KERE E, RL FF 的 半径 是 ,图 中 ， 
作 一 以 оЕ 为 起 始 方 向 的 角度 + 的 向 径 ,交大 加 于 已,, 交 小 圆 于 P”, p Ру 辖 的 平行 线 交 x 


轴 于 ea 点 。 过 P'iEx 轴 的 平行 线 交 yy 轴 于 上 点 .两 平行 线 的 交点 也 ,正好 是 粮 贺 上 的 一 点 。 这 
是 因为 ; 
хр = Pb = ао = oP созт = Ecosr 
_ —_ -. | | (10-4-1) 
yp = аР = ob = oP sinr = Ёзїпт 
因此 椭 贺 方程 为 
s + 2, = (Есет) + Esino)? =1 


可 见 这 个 椭圆 的 长 半 轴 为 E EHA F. P 点 是 此 
栖 贺 上 的 一 点 。(10-4-1) 式 就 是 以 E. F 3 1AF A 
的 椭圆 的 参数 方程 。 

下 面 证 明 图 10-9 上 бр = ol), 图 中 Pile yi) 
ЖЕЖ FEBS UJ K. D 为 重点 ,其 他 符号 的 意义 如 图 所 
Ж. НЕЯ 


oD = oC + CD = хүсо” + уүзїп\/ 


而 其 中 
xı = Есовті» уу = Езіпті 图 10-9 
Жор: 
oD = Есоѕтусоѕт + Fsinrisin Y 
两边 平方 ,得 
ор? = E2cos2 + cos? У + F2sin2 risin Ф + 2ЕЕсовтісов Psintisin W 
= Eost (1 — віпггі) + F2sin2 (1 ~ совт) + 
2ЕЕ созт үсоз Увіпт sin W 
= Els P + F2sin2gg ~ (Ecos Ysin сү + F2sin? АРсоз т 一 
2ЕЕсовг|сов віптізіп W) 
或 
oD? = Etos Y + Flsin ap - ( Есоз^Узїптү — Есовгізіп ж)? (10-4-2) 
上 式 末 项 为 零 , 即 | 


Есоѕзіпгу - Ёсозтүзїп = 0 
现 证 明 上 式 成 立 。 由 图 10-9 可 知 , P1D 的 斜率 为 
(5%) =- соі 
1 


ах 
因为 
z; = Есовт). у, = Fsinzi 
所 以 
d r Есозт 
(92) = ЕЗІНЕ заг. =- соў 
PRED 


FeosrisinW = Есов Рвіпті 
故人 10-4-2) 式 成 为 
о? = E2cos2 р + Fisi? Y 
H (10-2-30) 1 
20? = o% 

这 就 证 明了 利用 点 位 误差 椭圆 求 茶 点 位 在 任意 方向 F А ЗЕ о 时 ,只 要 在 牌 直 于 该 方 
向 上 作 椭 图 的 切线 , 则 垂 足 与 原点 的 连 线 长 度 就 是 q Jy ЕА ау 

最 后 措 出 ,在 以 上 的 讨论 中 ,都 是 以 一 个 待定 点 为 例 , 说 明了 如 何 确定 该 点 点 位 误差 柄 图 
或 点 位 误差 则 线 的 问题。 如 果 网 中 有 多 个 符 定 点 ,也 可 以 利用 上 述 相 同 的 方法 ,为 每 一 个 待定 
点 确定 一 个 点 位 误差 椭 加 或 点 位 误差 曲线 。 

车 平 差 时 是 采用 间接 平 差 法 , 设 有 5 个 待定 点 , 则 有 2; 个 誉 标 未 知 数 ,其 相应 的 协 因数 阵 
为 (10-2-4) 式 。 为 了 计算 第 i 点 点 位 误差 椭圆 的 元 素 , 则 需 用 到 Queo Ayy 和 Q. , ,并 按 
§ 10-2 中 所 述 的 方法 ,由 (10-2-20) (10-2-16) 和 (10-2-17) 式 算出 ор Е.Е, 然后 ,作出 该 
点 的 点 位 误差 梢 图。 

车 平 差 时 是 采用 条 件 平 差 法 , 则 应 列 出 第 ?点 的 坐标 xz; 和 yt =1,2,…,s) 的 权 函 数 式 ， 
并 按 $10-2 中 的 (10-2-6) 式 求 出 相应 的 协 因 数 ,以 后 的 计算 就 和 间接 平 差 时 一 致 了 。 

此 外 还 需 指 出 ,在 $10-3 中 曾 说 明 如 何 利用 点 位 误差 曲 钱 从 图 上 量 出 已 知 点 与 待定 点 之 
间 的 边 长 中 误差 ,以 及 与 该 边 相 和 素 直 的 横向 中 误差 ,从 而 求 出 方位 角 中 误差 。 如 果 网 中 有 多 个 
待定 点 时 , 则 可 作出 多 个 点 位 误差 曲线 ,此 时 ,也 可 利用 这 些 点 位 误差 曲线 ,确定 已 知 点 与 任 一 
待定 点 之 间 的 边 长 中 误差 或 方位 前 中 误差 ,但 不 能 确定 待定 点 与 待定 点 之 间 的 边 长 中 误差 或 
方位 前 中 误差 ,这 是 因为 这 些 待 定点 的 坐标 是 相关 的 。 


$10-5 ЖЛЖЕЖЕ 


在 平面 控制 网 中 ,有 时 不 需要 研究 点 位 相对 于 起 始点 的 精度 ,而 需要 了 解 任意 两 个 待定 点 
之 间 相 对 位 置 的 精度 情况 。 

根据 前 几 节 中 所 讲 的 方法 ,可 以 给 每 一 个 待定 点 作出 一 个 点 位 误差 曲线 ,利用 这 些 曲 线 图 
求 所 需要 的 某 些 量 的 中 误差 。 但 是 在 前 一 节 中 已 经 指出 ,不 能 用 这 些 点 位 误差 曲线 来 确定 竺 
定点 与 待定 点 之 冯 的 某 些 精度 指标 。 为 了 确定 任意 两 个 待定 点 之 问 相 对 位 置 的 精度 ,就 需要 
РЕНИН АНАГА ЗЕ B El. 

设 两 个 待定 点 为 P E P, ,这 两 点 的 相对 位 置 可 通过 其 坐标 差 来 表示 , 即 


Ата = x, Дд 
| (10-5-1) 
Aya = k У: 
根据 协 因 数 传播 律 可 得 
ОАА. - Q... + Q... 7 20,. 
Qasar = ©, + о, Е 20,,, (10-5-2) 


Qaras = Qu, 9, - Ram + Ө, 


从 (10-5-1) 式 可 以 看 出 ,如 果 Р, 和 Ps 两 点 中 有 一 个 点 (例如 Р, 点 ) 为 不 带 误差 的 已 知 
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№, MA (10-5-2) "ГИЖЕ, Qarar = Q. . Qa = Өу), Qaras = Өе 因此 ,两 点 之 间 坐 
标 差 的 协 因 数 就 等 于 待定 点 坐标 的 协 因 数 。 而 在 前 几 节 中 ,所 有 的 讨论 都 是 以 此 为 基础 的 。 
由 此 可 见 , 这 样 作 出 的 点 位 误差 曲线 都 是 待定 点 相对 于 已 知 点 而 言 的 。 

利用 这 些 协 因数 ,根据 (10-2-16) (10-2-17.J(10-2-20) 式 就 可 得 到 计算 P, УР, 点 间 相 
对 误差 精 圆 的 三 个 参数 的 公式 ， 


2 1 ——— д 
Е? = 2 (9,2, + Q ayay + Y (Qaras т Ол, + 401.,) 
1 а 
Е? - БЕДЕЛЕР + Q ayay T V Qarar ш Qaya) + 40 лу) (10-5-3) 
Ок - Qarar Qara 
t = = > 
an ФЕ Qaray Qee 一 Qayay 


ЛЫН СЕЗІ ЕСІН Bl ВОЗР k BX ЗЕҢГИ КИ td o 
例 10-3 在 平面 控制 网 中 插入 P ЖОР, ЛЫН. ТЕЛИМ] ДЕР ЗЕ ЗР ЖЕЙМ ЭА! 
标 近 似 值 的 改正 数 为 Sr1、5y1、6x2 № дузе 其 法 方程 为 
906.918х1 + 107.078уу - 426.420х; - 172.178у; — 94.23 = 0 
107.078rl + 486.228уу - 177.648х; - 142.652у; + 41.40 = 0 
~ 426.428; ~ 177.64дуу + 716.398г; + 60.258y; + 52.78 = 0 
-172.178х1 - 142.658y + 60.255х; + 444.608у; + 1.06 = 0 
试 求 Pi .Ps 点 的 点 位 误差 酉 圆 以 及 Pi 与 P, 点 间 的 相对 误差 椭圆 。 
解 :经 平 差 计算 ,得 单位 权 中 误差 为 go=0.8。 令 Мв = B! PB ЖЕЛЕ, 
数 的 协 因数 为 
+0.0016 +0.0002 %0.0010 + 0.0005 
ғ 0.0002 +0.0024 + 0.0006 + 0.0008 
% 0.0010 + 0.0006 + 0.0021 + 0.0003 
40.0005 -- 0.0008 «0.0003 + 0.0027 
(DP, 点 的 误差 椭圆 参数 的 计算 。 
按 (10-2-14)、(10-2-15) 式 得 


Охх = № = 


Eþ = СЕН + Ө», + СӨ», - Ө) + 401, ) = 0.00157 
Fk = FQ + Q,, (а з) + 407, ) = 0.00099 
W Ep, = 0.040, Ер = 0.032 
按 (10-2-20) 式 得 
(апфк = 4.25， gz, = 7645 
(2) P, 点 误差 椭圆 参数 的 计算 。 


同 (1) 算 法 ,得 
Ep, = 0.042, Ер, = 0.036 


pe, = 6730 
(3)P, 与 P, AMAN ТЕЗЕ НИШ ЖИИ. 
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按 (10-5-2) 式 求 得 
Qarar = 0.0017, Q ayay = 0.0035 
Qaray = — 0.0006 
按 {10-5-3) 式 得 
Еһ», = 0.0024, Ер p, = 0.049 
同 理 Fp p = 0.031 
ЖЭНЕ E 轴 方 向 为 
фк, = 106°50' 
ЖАЗЫ Б Ж ЕНЕ EE P, 点 P Вл З АУМ P P. 点 间 的 相对 误差 椭圆 , 相 
HERRARNA- Ж ДЕ {ЕЛЫ РЕ 28 НОЧЬ Ја) ЗБ E3 10-10 中 以 口 点 为 中 心 的 椭圆 即 为 相 
对 误差 椭圆 。 


图 10-10 


有 了 P,.P, 点 的 相对 误差 椭圆 ,就 可 以 按 上 节 所 述 的 方法 ,用 图 解法 量 取 所 需要 的 任意 
方向 上 的 位 差 大 小 。 例 如 ,要 确定 P i. P, 点 间 的 边 长 S, р ВОН, АЕ P, P, ЗА, 
使 二线 与 相对 误差 椭圆 相 切 , 则 重 足 e 至 中 心 D 的 长 度 Oe MA 0% 同样 ,也 可 以 量 出 与 
P P; 连 线 相 垂 直方 向 Of 上 的 垂 足 g, 则 Oz Р.Р, 边 的 横向 位 差 ,进而 可 以 求 出 P, P; 
边 的 方位 角 误 差 。 

以 上 种 节 介 绍 了 点 位 误差 椭圆 和 两 点 间 相 对 误差 椭圆 的 作法 和 用 途 , 在 测量 工作 中 ,特别 
在 精度 要 求 较 高 的 工程 测量 中 ,往往 利用 点 位 误差 椭圆 对 布 网 方案 进行 精度 分 析 。 因 为 在 确 
定点 位 误差 杭 贺 的 三 个 元 素 pr E 和 下 了 时 ,除了 单位 权 中 误差 oo 外 ,只 需要 知道 备 个 协 因 数 
QAD MHARE Qxx 是 相应 平 差 问 题 的 法 方程 式 系数 的 道 阵 , 即 Охх = (BTPB) 80 
当 在 适当 的 比例 尺 的 地 形 图 上 设计 了 控制 网 的 点 位 以 后 ,可 以 从 图 上 和 量 取 各 边 边 长 和 方位 角 
的 概略 值 ,根据 这 些 可 以 算出 误差 方程 的 系数 ,而 观测 值 的 权 则 可 根据 需要 事先 加 以 确定 ,区 
此 ,可 以 求 出 该 网 的 协 因数 阵 Qgx; 另 一 方面 ,根据 设计 中 所 拟定 的 观测 仪器 来 确定 单位 权 中 
误差 ¿ 的 大 小 ,这 样 就 可 以 估算 出 ge、E 和 等 数值 了 。 加 果 信 算 的 结果 符合 工程 建设 对 控 
制 网 所 提出 的 精度 要 求 , 则 可 认为 该 设 汗 方案 是 可 采用 的 ,否则 ,可 改变 设计 方案 ,重新 估算 ， 
以 达到 预期 的 精度 要 求 。 有 时 也 可 以 根据 不 同 设 计 方案 的 精度 要 求 ,局 时 考虑 到 各 种 因素 , 例 
如 , 建 网 的 经 费 开 支 , 施 测 工期 的 长 短 , 布 网 的 难 易 程度 等 ,在 满足 精度 要求 的 前 提 下 ,从 中 造 
择 最 优 的 布 网 方案 。 
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$ 10-6 点 位 落 入 误差 椭圆 内 的 概率 


平面 控制 点 的 点 位 是 通过 一 组 观测 值 而 求 得 的 ,由 于 观测 值 总 是 带 有 随机 误差 , 求 得 的 点 
位 通常 不 是 其 真 位 置 。 随 着 观测 值 取 值 的 不 同 ,实际 求 得 的 点 将 是 分 布 于 待定 点 走 位 置 周围 
的 一 组 平面 上 的 随机 点 。 

观测 误 盖 一 般 是 服从 正 态 分 布 的 ,在 其 影响 下 而 得 到 的 这 组 平面 上 的 随机 点 ,其 分 布 就 是 
二 维 正 态 分 布 。 二 维 正 态 分 布 的 联合 分 布 密度 为 


f(z,y) = 1 сері -1 É - 22 
2п0,0, V 1 — р? 2(1 - р?) а? 


(а= мӘ(У- н) (у ву)? 
20 T + | (10-6-1) 


AP м.р, ЖЕТЕ АЗА ТЕСЕ ҮЙІ p 是 随机 向 量 х 与 y 的 相关 系数 , 即 


Уу 


= zx 
P оа, 


式 中 ,ea 与 c, 为 x 与) 的 中 误差 ,co 为 x 与 ? ЮНЕ, 
在 几何 上 ,可 以 把 函数 f(x ,y) 描 给 成 某 一 曲面 (如 图 10-11) ,并 称 此 曲面 为 分 布 曲面 , 它 
的 形状 如 山 岗 ,在 点 (jy py) 上 达到 最 高 峰 。 


用 平行 于 f(z,y) 轴 的 平面 裁 分 布 巾 面 ,得 到 类 似 于 正 态 分 布 的 曲线 。 用 平行 于 平面 
хОу 的 平面 截 该 分 布 沿 面 ,将 戴 线 投影 到 平面 rOy 上 ,得 到 一 族 同心 的 椭圆 ,这 些 桶 圆 的 中 
心 是 (x ,pp,) ,它们 的 方程 为 


— 2 一 џи = H - 2 
Ст А) _ 20 (т £ „Оу ` y) | (y £) = 42 (10-6-2) 
Jr 9,2; Ty 


式 中 12 为 一 常数 。 在 同一 椭 贺 上 的 所 有 点 ,其 分 布 密度 УС y) АТ АО, ЇЇ c d B К 
为 等 密度 糖 贺 。 当 分 布 密 度 f(z ,y) 为 不 同 常数 时 ,这 族 同心 椭圆 反映 了 待定 点 点 位 分 布 情 


况 , 因 此 ,也 称 为 误差 椭圆 。 
为 了 讨论 时 的 方便 ,可 以 简化 (10-6-2) 式 ,即将 坐标 原点 移 到 椭 罚 НС, м) Б, W 
{10-6-2) 式 成 为 
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т йи 


5N 


2? 
= – ? ҚА + x — 2 -6- 
= Pj 22 = 4 (10-6-3) 
上 式 可 改写 成 
өза? - 2pa 6 ry + oZy? = А2020 (10-6-4) 


由 解析 几何 知 , 当 有 方程 Ax? + Bryt Cy2 = R? 时 ,为 了 消去 方程 中 的 Bry 项 ,使 其 变 成 
标准 化 形式 ., 则 需 将 坐标 系 旋转 一 9 角 , 该 角 应 由 下 式 确 定 : 


_ В 
(ал20 = 2---д 


将 (10-6-4) 式 中 的 系数 代入 , 则 有 


dy PEZA 
- 02 G - Gy 


顾及 07.0, =o, H s. = aiQ ,同时 а, =Q... ву= аф СО, MERT AE E 

220, 
` Q. - 0, 
看 此 可 见 , 这 里 的 施 转角 Ө 实际 上 就 是 (10-2-22) 式 中 确定 的 po Я.П yo AE + WO А 
值 或 极 小 值 的 方向 。 换 名 话说 ,只 要 举 标 轴 与 瑟 、F 方向 相 重合 , 则 (10-6-4) 式 就 可 变 成 标准 
化 形式 。 此 时 ,(10-6-4) 式 中 第 二 项 前 的 系数 -2pojo,==0, 由 于 о, Жо, 不 为 零 , 所 以 o= 0, 
并 且 式 中 的 02 和 oa? 可 以 分 别 换 写成 Fi 和 Fr。 现 令 和 = 上 , 则 (10-6-4) 式 有 妈 可 写成 


(ап20 = 


2 
= + 2 = д2 (10-6-5) 


*4 Я AHER, ДАЛЕ Е ТЕС АО, СТЕ В, H k= 1 时 的 误差 椭圆 称 为 标准 
误差 椭圆 。 
经 过 上 述 简化 后 ,二 维 正 态 分 布 的 密度 除数 为 
1 Ери 
Хау) = ЕР exp| 2 (% + 35) 
БТН ЕН АБЕН В, СІП ТЕ (т. у) СВ, OA Ж, 
P((+,y) C B,)= ПЕЕ 


= ||, TEP] 


Ей a 4 
Ha E? t dz У 


在 上 面 的 积分 式 中 作 变 量 代 换 , 令 


L y 
ЭЕ ` С ДЕ 
代入 (10-6-4) 式 ,得 


кешке» в С, 的 方程 ,待定 点 落 人 椭圆 B, 内 的 慨 率 就 相当 于 落 入 贺 C, Р 
z, AmE 
1 а-ы, 
P((z,y) C B,) = МІ е анат {10-6-6) 
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现 令 и = reosd, v= rsing 


将 此 两 式 代 入 (10-6-6) 式 ,就 把 (10-6-6) 式 由 平面 直角 坐标 变换 为 极 坐 标 表 达 式 了 , 即 


1 іл 5 К 
P((z,y) C В,) = 1f КЕ аё 
Dl 
k 


— ? 
- afre dr = 1-е 
0 


БӘТ» ЖЫРМЕН 10-1 内 相应 的 概率 Po 


3 10-1 


(10-6-7) 


Ё Р ñ | Р 


0 0 2.5 0.9561 
0.5 0.1175 БЕ 3.0 0.9889 
1.0 0.3935 3.5 0.9978 
1.5 0.6752 4.0 l 0.99966 
2.0 0.8647 4.5 Г 0. 99996 


将 上 =1.2.3 及 4 的 四 个 相应 的 椭圆 表示 在 图 
10-12 中 ,每 一 个 椭 加 上 注 明 在 该 档 图 内 出 现 待定 点 
的 概率 ,椭圆 之 间 所 标明 的 数字 是 表示 待定 点 出 现 
在 两 椭圆 之 间 的 概率 。 由 图 可 以 看 出 ,点 出 现在 = 
1.2 两 个 椭圆 之 间 的 概率 最 大 , 约 为 47% 。 而 点 出 
现在 上 =3 的 椭圆 以 外 的 概率 很 小 , 约 为 1% ,Ш k= 
3 的 桶 加 实际 上 可 视 为 最 大 的 误差 椭圆。 
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第 十 一 童 ” 平 差 系 统 的 统计 假设 检验 


以 上 各 章 所 述 的 测量 平 差 方 法 ,其 参数 的 最 优 线 性 无 偏 估计 是 基于 观测 数据 仅 含 有 偶然 
误差 ,函数 模型 和 随机 模型 正确 为 前 提 的 。 内 此 ,一 个 完整 的 最 优 的 平 差 系统 ,除了 采用 最 小 
二 葬 准 则 对 平 差 参 数 进行 最 优 估计 和 外 ,还 要 保证 观测 数据 的 正确 性 和 平 差 数 党 模型 的 合理 性 
与 精确 性 。 后 者 要 人 殿 助 于 数理 统计 方法 ,对 观测 数据 和 平 差 数学 模型 进行 假设 检验 ,这 是 保证 
平 差 系 统 质 量 的 一 个 组 成 部 分 。 

本 章 在 简要 介绍 统计 假设 检验 基本 概念 的 基础 上 , 仅 就 一 个 平 差 系 统 所 必需 和 主要 的 一 
些 假设 检验 方法 , 简 述 其 原理 并 以 算 例 说 明 应 用 。 


811-1 统计 假设 检验 概述 


统计 假设 检验 所 解决 的 问题 ,就 是 根据 子 样 的 信息 ,通过 检验 来 判断 母体 分 布 是 否 具 有 指 
定 的 特征 。 例 如 , 正 态 母 体 的 数学 期 望 x 是 否 等 于 某 已 知 的 数值 ko, 正 态 母 体 的 方差 À: ЖЕ 
等 于 某 已 知 的 数值 吕 , 两 个 正 态 母 体 的 数学 期 望 或 方差 是 否 相 等 , 即 检验 wa = pai oia X. 
如 ,办 验 一 组 误差 是 否 服从 正 态 分 布 ,也 可 出 给 定 的 一 组 误差 计算 正 态 分 布 的 特征 值 ( 子 样 特 
征 值 ) 来 检验 与 母体 的 特征 值 是 否 相符 等 等 ,都 属于 统计 假设 检验 要 解决 的 问题 。 

举例 来 说 ,如 果 从 正 态 母体 NG O PAREEK n HFP, za xn), 设 母体 方 
差 已 知 ,计算 子 样 平均 值 


1 

ғ = „22, 
其 数学 期 望 

Е(т) = ЕУкау)- Yu= g 
п т п 27 

方差 

ш a 2 

с = LSe — 1 ` = G 


n 7 ' пш п 
因为 是 x; ВНЕ, ИТД z 也 服从 正 态 分 布 , 即 = N(a, 7n) ,其 标准 化 变量 为 


и = = — N(0.1) 


aZ n 
TARAR AE) pl- FE [1% ЇНЇ ЖЕЛЕК Ж 
_ £ G — "= 1. -1- 
Р a < SA <и ђе р=1 а (11-1-1) 


式 中 区 间 的 上 、 下 限 ws ,可 以 a 为 引 数 出 正 态 分 布 表 中 查 得 , 称 为 x 分 布 在 左右 尾 上 的 分 位 
入 ,在 给 定 a 下 ,xs 是 一 个 确定 值 , 式 中 仅 т ОШ, ЖАТ, 
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现在 提出 问题 :上 述 母 体 均值 „ 是 否 等 于 某 一 数值 zo? ЖОТА — D) ER #E Hh [Н], 
先 作 一 个 假设 , 即 假设 a= uo。 为 了 检验 这 一 假设 是 否 成 立 , 只 要 将 (11-1-1) 式 中 的 КШ 


所 假设 的 数值 6, 从 而 算出 u= TY 


P|— на < <и = 三 上 一 -1- 
иа 28 = р= 1-а (11-1-2) 


ил pa R 后 所 计算 的 BEE А, ШШЕ О пау ,在 这 种 情况 下 ,人 人 们 
就 没有 理由 否定 原来 所 作 的 假设 p= ну, RAZ ЖОНЕЛЕ И ЖИЙ. EA ЖЕ E A 
[usus ) 称 之 为 接受 城 。 如 果 计 算 的 结果 «>u ME u<- ue MA po 代 u 所 计算 的 
и 值 落 在 了 图 11-1 中 两 尾 的 z 2 区 间 内 ,这 就 表示 概率 很 小 ( a) 的 事件 居然 发 生 了 ,根据 
小 概率 事件 在 一 次 实验 中 实际 上 不 可 能 出 志 的 原理 ,就 有 足够 的 理由 否定 原来 作出 的 p= po 
的 假设 ,此 时 应 拒绝 这 一 假设 ,认为 es wo。 通常 将 区 间 (зоа DUA RE & BI ӨБ 
绝 域 。 

以 上 所 述 是 举例 说 明 统计 假设 检验 的 基本 思想 。 

(11-1-2) 式 可 改写 成 如 下 形式 : 
£ — ду 


< u Е i-a (11-1-3) 
сеч 


{ 


< — му 


s ni 
就 是 说 , 当 统 计量 тағыны ааа ыы 


> | = @ (11-1-4) 


>- “На 


-ша +H a 
T 2 
на |а и |< вЫ кед ——>|<— шем 


Ё 11-1 Æ 11.2 


由 上 述 可 见 , 当 需 要 根据 于 样 的 信息 来 判断 母体 分 布 是 否 具 有 指定 的 特征 时 ， 总 是 先 作 一 
个 假设 , 称 为 原 假 设 (或 零 假 设 ) , 记 为 Ho( 例 如 Ho: g= шщ), 然后 找 一 个 适当 的 且 其 分 布 为 已 
知 的 统计 量 ,从 而 确定 该 统计 量 经 常 出 现 的 区 间 ,使 统计 量 落 入 此 区 间 的 概率 接近 于 1。 如 果 
由 抽样 的 结果 所 算出 的 统计 量 的 数值 不 落 在 这 - -经 常 出 现 的 区 间 内 , 那 就 表示 小 概率 事件 发 
ЖТ, ЗЕ ДАУ Ho。 当 Ho 得到 抵 绝 ,实质 上 就 相当 于 接受 了 另 一 个 假设 ,这 另 一 个 假 
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设 称 为 备 选 假 没 , 记 为 НОЯН: р-р). 因此 ,假设 检验 实际 上 就 是 要 在 原 假 设 H. 与 
AARE H, 中 作出 选择 。 

不 难 理解 ,接受 域 和 拒绝 域 的 范围 大 小 是 与 我 们 所 给 定 的 a 值 的 大 小 有 关 的 。a IRA, 
MERRIA, H 被 拒绝 的 机 会 就 愈 太 。a 的 大 小 通常 应 根据 问题 的 性 质 来 选 定 , 当 我 们 不 
应 轻易 拒绝 原 假 设 Ho 时 , 则 应 选 定 较 小 的 a。 一 般 使 用 的 а 值 可 以 是 0.05.0.01 等 。 

иави, N |Z > uoit MFE z 与 po 之 间 的 差异 是 显著 的 ;反之 , 则 称 = 
与 po 之 间 的 差异 并 不 显著 。 所 以 把 数 a 又 称 之 为 检验 的 显著 (性) 水 平 , 并 把 上 述 的 假设 检验 
问题 通常 叙述 成 :在 显著 水 平 a F ,检验 假设 

Hoi =n Hiin” 
上 述 假设 检验 的 例子 ,是 将 拒绝 域 ( 抱 图 11-1) 46 St fE St YU ЕЛ ЕЕ ЕРЕ ДИН) АЕ Е, 2 
种 检验 法 称 为 双 尾 检验 法 。 有 时 根据 实际 傅 况 ,需要 判断 母体 均值 e 是 否 增 大 了 。 例 如 , 某 
工厂 为 了 提高 产品 质量 (如 产品 的 使 用 寿命 .材料 强度 等 ), 采 用 了 一 种 新 工艺 ,这 时 自然 希望 
母体 均值 越 大 越 好 。 如 果 能 判断 在 新 工艺 下 母体 均值 确实 比 以 往 正常 生产 的 大 , 则 可 考虑 采 
用 新 工艺 。 在 此 情况 下 要 检验 新 工艺 母体 均值 x 是 小 于 ,等 于 原来 的 母体 均值 w 还 是 大 于 
поо 因此 ,这 种 假设 检验 就 是 要 在 显著 水 平 a 下 进行 ,检验 假设 

H ias Ні:н>в, (11-1-5) 
这 是 一 种 复 假设 ,从 原 假 设 为 x 小 于 或 等 于 mh MEARE £ > mn 中 作出 选择 。 一 般 
(11-1-5) 式 仍 写成 


Hy: # = д, Hi: # > ру (11-1-6) 
为 了 进行 这 种 假设 检验 ,只 更 把 拒绝 H, 的 概率 = 布置 在 右 尾 上 , 查 得 右 尾 分 位 值 шш 
如 图 11-2 тт, ЯАМ 


= 1 
+ T 8% l 
Ps ——- - r= а 11-1-7) 
А ? ш 
若 检验 结果 -一 B> u, EADARRA ы HH,( 接 受 HH,)。 这 就 表示 用 新 工艺 生产 的 
[#1 ғ 


产品 质量 (三 ) 比 原来 的 质量 ( 比 原 来 的 使 用 大 命 ku) 有 了 显著 的 差异 ,因而 ,应 考虑 采用 新 工 
艺 。 否 则 ,接受 Hs( 拒 绝 H,) , 芭 表 示 用 新 1 艺 生产 的 产品 质量 比 原 质量 并 无 显著 差异 。 同 样 
地 ,如 需要 进行 Ho: p= pp Ну: p< yo 的 假设 检验 , 则 可 将 а 布置 在 左 必 上 。 以 上 这 种 检验 
方法 称 为 单 尾 检验 法 。 

由 上 述 原理 可 知 ,假设 答 验 是 以 小 概率 事件 在 一 次 实验 中 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 这 一 前 
提 为 依据 的 。 必 须 指出 ,小 概率 事件 虽然 其 出 现 的 概率 很 小 ,但 这 并 不 是 说 这 种 事件 就 完全 不 
可 能 发 生 。 事 实 上 ,如 果 我 们 重复 抽取 容量 为 n 的 许多 组 子 样 ,由 于 抽样 的 随机 性 , 子 样 均值 
码 不 可 能 完全 相同 ,因而 出 此 算得 的 统计 最 的 数值 也 具有 随机 性 。 若 检验 的 显著 水 平定 为 
=0.05, 那 么 ,即使 原 假设 и = p, 是 正确 的 ( 真 的 ), 其 中 仍 约 有 5% 的 计算 数值 将 会 落 入 拒绝 
域 中 。 由 此 可 见 ,进行 任何 假设 检验 总 是 有 作出 不 正确 判断 的 可 能 性 ,换言之 ,不 可 能 绝对 不 
犯错 误 。 只 不 过 犯错 误 的 可 能 性 很 小 而 名 。 以 Ho: до Н: u > н, 为 例 , 当 Н, 为 真 ( 正 
确 ) 而 犯 草 到 拒绝 的 错误 称 为 第 一 类 错误 ,也 称 为 弃 真 的 错误 。 由 图 11-3 可 知 , 犯 第 一 类 错误 
的 概率 就 是 <, 亦 即 H. 为 真 ,但 统计 量 u HIS A T Т а 的 区 间 内 ,被 判断 拒绝 Hoo F 
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地 , 当 H, 为 不 真 ( 不 正确 ) 时 , 即 Н, 为 真 时 ,我 们 也 有 可 能 接受 Но, НУРЕ ИТШ u 
却 落 入 了 H, 的 接受 域 8 区 后 内 ,这 种 错误 称 为 犯 第 二 类 错误 ,或 称 为 纳 多 的 错误 。 从 图 11-3 
中 看 出 , 犯 第 二 类 错误 的 概率 为 B。 显 然 , 当 子 样 容量 n 确定 后 , 犯 这 两 类 错误 的 概率 ЖІ 
不 可 能 同时 减 小 。 当 e 增 大 ,8 则 减 小 ; 当 a 减 小 ,8 则 增 大 。 

概括 起 来 说 ,进行 假设 检验 的 要 点 是 : 

(1) 根 据 实际 需要 提出 原 假设 Ho 和 备 选 假设 Hi: 

(2) 选 到 适当 的 显著 水 平 x; 

(3) 确 定 检验 用 的 统计 量 ( 子 样 值 的 函数 ) ,其 分 布 庶 是 已 知 的 ; 

(4) 根 据 已 定 的 显著 水 平 o , 求 出 拒绝 域 的 分 位 值 ,如 被 检验 的 数值 落 人 拒绝 域 , 则 拒绝 
Ho( 接 受 Hi) ,否则 ,接受 Ho( 拒 绝 Hi). 


H= ро + и>ш 


В 11-3 
5112 统计 假设 检验 的 基本 方法 


— u 检验 法 


前 面 已 经 讲 了 , 当 从 正 态 母体 МОро) PAREA n 的 子 样 ,得 子 样 均值 z, НКЛ 
жо 为 已 知 , 则 可 利用 统计 量 
а = Яр — N(0,1) (11-2-1) 


САГ 
对 母体 期 望 „ 是 否 与 一 常数 相符 进行 假设 检验 。 这 种 服从 标准 正 态 分 布 的 统计 量 称 为 u Ж 
量 ,所 进行 的 检验 方法 称 为 и 检验 法 。 设 
Ha: g po Hi: # Z д, 
此 时 用 双 昆 检验 法 。 
作 统 计量 x{11-2-1) 式 , 选 定 a, 查 正 态 分 布 表 得 чао WR | u | > ив MWEE Ho FWA 
假设 Ho 成 立 。 这 就 是 x 检验 法 的 全 过 程 。 
例 11-1 统计 三 角 网 中 421 个 三 角形 闭合 差 ,得 闭合 差 平均 值 三 =0.04" ,已 知 闭合 差 中 误 
3 o=0.62” ,该 闭合 差 的 数学 期 望 是 否 为 07 
解 :三 角形 闭合 差 为 三 角形 中 三 内 角 观 测 值 之 和 的 真 误差 车 是 偶然 误差 ,其 数学 期 望 应 为 
0。 故 作 原 假设 和 备 选 假设 为 
Н: = 0 H; : pz 50 
计 等 统计 量 
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u = — 9 1.32 


0.627 /421 

ЖЕ a =0.05, 查 正 态 分 布 表 得 шуо = 1.96. || < wg， 接受 原 假设 Ho, É 38 M = f Hi 
合 差 平均 值 看 ,系统 误差 不 显著 。 

此 例 中 已 知 母 体 中 误差 =, 实际 测量 中 ,ea 经 常 未 知 . 可 以 利用 实测 结果 计算 的 估 亿 代 
Ж. AEA FERA АҚЫ, ГЕН = 2200 时 , 则 可 认为 是 严密 的 ,一 般 п > 30 
时 ,用 = о ЖТ 检验 , 则 认为 检验 结果 是 近似 可 信 的 。 

除了 大 子 样 容 量 外 ,应 用 ин 检验 法 ,要求 母 体 方差 ог 已 知 。 这 一 要 求 在 实际 中 往往 难以 
满足 , 当 母 体 方差 未 知 ,检验 问题 又 是 小 子 样 时 , u 检验 法 便 不 能 应 用 ,由 此 产生 以 下 的 :检验 
法 。 


二 ,! 检验 法 
当 从 正 态 母 体 N(y,o?) 中 抽 得 容量 为 x 的 子 样 ,得 子 样 平均 信 z 和 子 样 中 误差 5 ,此 时 ， 


可 作 统 计量 


- z ЕЁ 12 
і 2. (11-2-2) 
жн 


Sila, -77 
2-4 = (11-2-3) 
对 母体 期 望 是 否 与 一 常数 相符 进行 假设 检验 ,统计 量 1 与 4 不 同 之 处 仅 用 5 代替 ao, 但 
已 不 服从 正 态 分 布 ,而 是 服从 具有 自由 度 为 x 一 1 的 + 分 布 ,利用 统计 量 : 检验 的 方法 , 称 : 
检验 法 。 
t 检验 法 的 原 假设 与 w 检验 法 类 似 , 即 有 
Ho i # = po Пеш 


Н, 成 立时 „ЖГ (11-2-2)0Ж E h FAR: 


x - Ho _ 1 _ 
pl- ta < ^п 1 “ (11-2 4) 
或 
= 一 Hy 
= а р 11-2- 
2 ТУЛ >| а ( 5) 
пж 2—59 > ra , 则 拒绝 Ha, BU Нур py 成 立 ,否则 接受 Hoo 
sn 2 


例 11-2 T HDE IV HDE Е ОЕ S E 8.9 Ж — ЖЗ Җ-К 25 100m, ЧИЕМ 
比 可 坑 为 无 误差 ,用 该 仪器 进行 视 距 测量 , 量 得 长 度 为 : 


100.3 99.5 99.7 100.2 100.4 100.0 
99.8 99.4 99.9 99.7 100.3 100.2 


试 栓 验 该 仪器 视 距 常数 是 否 正确 。 
#:Ну:и=100 Н: 100 
计算 得 191 


12 


z= Ут, = 99.95 


124 
12 = 
^ к= 1 
“一 12-1 703 
99.95 - 100 
= —— — = - 0.46 
0.377 / 12 


以 自由 度 n - 1=11,a =0.05 # e AMRI ta =2.2, 现 it|< ER Ho, 可 认为 在 100m Æ 


右 范 围 内 , 视 距 常数 正确 。 
MEE, S z ЮАШ п 12230 时 ,zt 检验 法 与 检验 法 的 检验 结果 实际 相同 。 


= . z? 检验 法 
МЕТЕЖ Nig, 02) 中 抽取 一 组 子 样 (x1 ,x2，… ,ws); 答 量 为 4 得 子 样 方差 a7,a? = 
Dl - т)? 
— 1 ЖННАНШНЕЯт-ІШ ү ЭЛП 
. Уа; - к)? 
х = “= РЫ == (11-2-6) 
对 母体 方差 是 否 与 某 一 已 知 方差 相 符 进行 假设 检验 ,用 统计 量 x? 检验 的 方法 , 称 为 x* 检验 
法 。 
1. 检验 母体 方差 r 是 否 为 一 已 知 常数 ор. 
Ho: о? = оў : al Æ оф 
当 Но 成 立时 ,有 如 下 概率 式 
z —1)62 
Рі. < мрт < хі -і-а (11-2-7) 


如 果 统 计量 x 之 值 落 在 区 间 (Xi- s X5)2 8 ШИЕ Ho, 否 则 接受 Н. 
2. 检验 母体 方差 o? 是 否 大 于 已 知 方差 可 ,此 时 原 假设 和 备 选 假设 为 


Hy: = aà Hi: 0? > zŠ 
这 里 Но BA отары БХ Н, 来 说 是 o Soho 4 Ho 成 立时 ,有 
_ “2 
P CDE < sica (11-2-8) 
或 
P (z De. > уіј= a (11-2-9) 
“44 


如 果 统计 量 X CULI 2179 1 二 大 于 以 显著 水 平 a 和 自由 度 z —1 查 得 的 x? 值 , 则 拒绝 原 


假设 H, ,接受 ні, 否则 接受 H. 
例 11-3 某 用 户 原 来 一 直 使 用 芋 种 经 纬 仪 ,已 知 其 测 角 方差 为 25( 秒 ?), 后 来 换 用 另 一 种 
型 号 的 经 纬 仪 ,为 了 比较 , 按 相 间 操 作 规 程 进行 了 20 个 测 回 ,计算 得 测 角 中 误差 s=4.5°, 假 
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设 观 测 值 均 是 正 态 变量 . 试 在 as=0.05 БЕТ, ЕЖЕН МӘ НІ ҖЕ p E Б 
显著 差别 。 
#:Ну:02= 02 = 25 Н,: 02560? 


已 知 自 由 度 -1=20-1=19,0/2=0.025,1- 5 =0.975. # x? 分 布 表 得 y 


2 =32.9, %1- 
=8.91 ,计算 统计 量 得 


2 
z 
2 


ү? 在 区 间 (8.91,32.9) 之 内 ,两 者 测 角 精度 无 显著 差别 。 

如 果 此 便 问 后 来 的 仪器 测 角 精度 是 否 比 原来 的 低 , 则 Ну: о? = ор = 25, Hi: G 2 > og HEET 
以 自由 度 19 38224 i 88 005= 30.13027" < X, ,说 明 后 者 测 角 精 度 不 会 比 前 者 测 角 精度 
低 。 


mF 检验 


从 两 个 正 态 母 体 中 各 抽取 一 组 子 样 ,容量 分 别 为 n 和 x,, 算 得 子 样 方差 为 of 和 三 ,自由 
度 分 别 为 n ~ 1 和 nz 一 1。 检 验 两 个 正 态 母体 方差 是 和 否 相 同 或 鞭 中 一 个 方差 大 于 另 一 个 方 
差 , 则 采用 下 检验 法 。 共 统计 量 为 


= 15.4 


41/63 
= < (11-2-10) 
а5/05 
分 子 自由 度 为 пу 一 1, 分 母 自 由 度 为 n. 1. 
1. ЕЮ: Н,: t= ої, Н,:оізёо? 
ERBER Ho 成 立时 
22 
мір << rs }- 1-а (11-2-11) 
1-2 52 5 


22 二 了 
Ш СР, 或 二 > Fs 时 拒绝 Ho BE H BAE Ho 
77 1 Gi 2 
但 在 实际 检验 时 ,我 们 总 是 可 以 将 其 中 较 大 的 一 个 子 样 方差 作为 26,8 — МЕ 到, 这 样 
就 可 以 使 2/1 永远 大 于 1。 因 为 
1 
Р, (mi -і,т-1)- Fert Lam = D ГИГИЕ 


而 在 F 分 布 表 中 的 所 有 表 列 值 均 大 于 1, 即 上 式 右 端 中 的 分 母 大 于 1, 故 其 左 端 必 小 于 1, 而 
2 а? 

RSL ART EE < F, (нао 了) 的 情况 发 生 ,这 样 , 就 只 需 考查 一 是 否 落 人 
45 2 93 

右 尾 的 拒绝 域 就 可 以 了 ,不 必 有 再 去 考虑 左 尾 的 拒绝 域 。 人 在 这 种 情况 下 ,(11-2-11) 式 也 可 写成 


51 
p< Fy D |= 1-а (11-2-12) 
2 


93 


2. ЕЮ. Ну: с? = о, Ну:вү>0% 


03 
193 


fal 
PiS > Fon- Le- D= а (11-2-13) 


62 

故 当 о/о > F,(n ~1,n2 一 1) 时 , 则 拒绝 Fo ,接受 Hi; 否则 ,接受 Но, ЖАНА Қ.Ғ 
сї 必须 是 检验 时 备 选 修 设 H, 中 的 от, ШЖ > ЕЕЕ 05 作为 分 子 ,6? 和 33 位置 不 能 
置换 。 

例 11-4 给 出 两 台 测 距 仪 测定 某 一 距离 ,其 测 加 数 和 计算 的 测 距 方差 为 

WERF: a =12, o?2=0.07cm 

WER: n,.=8, 92=0. 0em? 
试 在 显著 水 平 a =0.05 F, RERA Т dX ga W Wa yi BE Er ТЕЗ ЛЖ ЕЙ 

解 :.Ho:o?= вз, Hy: ct aŠ 
采用 双 尾 检验 , 因 03201,8 03 ТЕЙ Б.с Ey МУТАН 8-1-7, А НДЕ 12-1 
=11, #4} Fo у= 3.76, ЖЖ ТЕ 

F = 62/01 = 0.10/0.07 = 1.43 

Ж F< Fs , 故 接受 Hoe 

如 果 工 例 问 测 距 仪 乙 测 距 精 度 是 否 比 甲 低 , 直 时 的 原 候 设 和 备 选 假 设 为 


Ну: 02 = бї H, : аз > о? 
统计 量 为 
ғ---049 - 1.43 


在 下 分 布 表 查 得 Fo (7,11) =3.05,F< F, , H RY, Б Z, АБ ЛЕЛ Не ЗЕ, ТЕЕ 
此 例 的 单 尾 检验 时 ,总 ; Ж a2 > 1, ы 02 和 of 哪 一 个 大 ,必须 将 оз 作为 分 子 ,of 作为 分 母 ， 
不 能 弄 错 。 


511-3 误差 分 布 的 假设 检验 


观测 误差 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,这 是 测量 平 差 的 基本 假设 ,如 果 否 定 了 这 一 假设 ， 
或 者 说 观测 误差 包含 了 系统 误差 或 粗 差 ,所 得 的 平 差 结果 不 再 是 最 优 无 偏 估计 ,其 至 是 无 效 的 
结果 。 为 此 需 对 误差 分 布 的 正 态 性 进行 检验 。 


一 偶然 误 善 特性 的 检验 


在 2-2 中 ,给 出 了 偶然 误差 的 四 个 特性 ,总 体 找 述 了 其 正 态 分 布 的 统计 表象 。 

当 我 们 进行 一 系列 的 现 测 , 若 出 现 误 差 是 以 偶然 误差 为 主导 的 ,那么 ,无 论 是 从 误差 的 正 
负 号 还 是 从 误差 数值 的 大 小 等 方面 来 进行 分 析 和 和 考查 ,它们 都 应 该 基本 上 符合 上 述 几 个 特性 。 
这 里 之 所 以 说 是 “基本 ”符合 ,是 由 于 我 们 在 实际 工作 中 加 以 分 析 的 误差 列 , 其 容量 п Е 
个 有 限 数 。 而 由 于 观测 误差 出 现 的 随机 性 ,实际 出 现 的 误差 分 布 (以 频率 为 基础 的 经 验 分 布 ) 
不 可 能 与 其 理论 分 布 (以 概率 为 极限 的 理论 的 分 布 ) 完 全 吻合 ,总 是 会 有 不 同 程 度 的 随机 性 波 
动 。 问 题 是 这 种 波动 的 大 小 是 在 某 种 允许 界限 之 内 ,还 是 超出 了 这 一 界限 。 所 以 为 了 对 一 列 
误差 进行 检验 ,从 而 判断 其 是 否 符合 侦 然 误差 的 特性 ,其 基本 思想 仍然 是 针对 所 权 检 验 的 具体 
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项 目 , 找 出 一 个 适当 的 且 其 分 布 为 已 知 的 统计 量 , 并 在 给 定 的 显著 水 平 a 下 ,提出 原 假设 Hi 
然后 根据 实际 的 观测 结果 来 计算 该 统计 量 的 数值 是 落 在 拒绝 域内 还 是 落 在 接受 域内 。 如 果 落 
在 皂 绝 域内 , 则 表明 它 与 理论 分 布 之 间 的 营 异 是 显著 的 ,超出 了 随机 波动 所 多 许 的 界限 ,四 而 
可 以 认为 该 观测 列 有 某 种 系统 误差 的 存在 。 

下 面 介绍 四 项 检验 方法 。 

1. 误差 正 负 号 个 数 的 给 验 

BA т, 表示 误差 列 中 第 i 个 误差 的 正信 号 , 当 A, 为 正 时 , 取 z. жі, АВ, zi=0， 


则 
S, = mí t zg; + “+ Xx, = үз (11-3-1) 


表示 在 4 个 误差 中 正 误差 出 现 的 个 数 。 在 概率 论 中 知道 ,S, 是 服从 二 项 分 布 的 变量 , 当 ni 
大 时 ,标准 化 后 S, 变量 将 近似 于 N(0,1) 分 布 。 


由 偶然 误差 的 第 三 特性 可 知 , 正 负 误 差 出 现 的 概率 应 相等 。 即 P(A>0)= P(A<0) = 7 
或 写成 p= a= 小 ( 阁 误差 列 中 有 恰好 等 于 0 的 误差, 刚 不 把 它 包括 在 内 )。 
为 了 检验 р жа Нн. 


在 Ho 的 假设 下 ,统计 量 为 


~ N(0,1) (11-3-2) 


ЕЛУ КҮНЕН np FAN npg ,所 以 二 项 变量 S. СЕРЕН 2321 in paž 


ун, n 很 大 时 ,(11-3-2) 式 成 立 。 按 “ 检验 法 ,具有 概率 表达 式 ; 
TE 
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车 以 二 倍 中 误差 作为 极限 误差 , 即 令 ws =2 时 ,相当 于 取 置 信和 度 为 95.45% , 则 


< әр 1-а (11-3-3) 
2 


z 
- т 
P 于 二 < 20 0.9545 
уа 
或 
P| S, -二 | < Ул | = 0.9545 (11-3-4) 
车 检验 结果 

5,-2|<Уч (11-3-5) 


Ша (11-25-29 R @ ЖИЕ ТЕ A ҢЫ. ИИИ 5, 与 3 之 间 无 显著 差异 ;否则 ,就 有 理由 
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ЕЖЕ Ho 的 正确 性 ,因而 不 能 认为 正 负 误差 出 现 的 概率 各 为 十 , 即 误差 列 中 可 能 存在 着 某 种 系 
统 误差 的 影响 。 
车 以 .表示 负 误差 的 个 数 , 则 有 
Sz = n=- 5, 
由 于 正 负 误差 出 现 的 概率 相等 , 即 p=g= 方 ,将 上 式 代 人 (11-3-4) 式 就 可 直接 写 出 


P 


n , 
275 
因此 ,也 可 以 由 下 式 来 检验 Ho 是 否 成 立 : 


н , 
275 


Zn | = 0.9545 (11-3-6) 


< n (11-3-7) 


和 由 (11-3-5) 各 {11-3-7) 两 式 ,还 可 得 到 
|5,-5,|<2Уа (11-3-8) 

Waki Н Е 2 322 ЕЖЕН Ну. 

2. 正人 负 误 差分 配 顺 序 的 检验 

有 了 时 误差 的 正 负 号 可 能 是 受到 某 一 因素 的 支配 而 产生 系统 性 的 变化 ,例如 可 能 随 着 时 间 
而 改变 ,在 某 一 时 间 彼 内 误差 大 多 为 正 , 而 在 男 一 时 间 段 内 则 大 多 为 负 , 但 是 ,在 这 种 情况 下 ， 
正 负 误差 的 个 数 有 可 能 基本 相等 。 如 果 只 用 上 土 述 方法 进行 检验 ,就 难以 发 现 是否 存 在 着 上 述 
系统 性 的 变化 。 记 以 ,就 应 将 误差 按时 间 的 先后 顺序 排列 ,从 而 给 验 其 是 否 随时 间 而 发 生 着 系 
统 性 的 变化 。 

根据 偶然 误差 的 特性 可 知 ,误差 为 正 或 为 负 应 该 是 具有 随机 性 的 ,而 且 前 一 个 误差 的 正 负 
号 与 后 一 个 误差 的 正 负 号 之 间 也 不 应 具有 什么 明显 的 规律 性 , 即 误差 正 负 号 的 效 赫 变换 也 是 
随机 性 的 。 换 而 言 之 ,当前 一 个 误差 为 正 时 ,后 一 个 误差 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 ; 同 样 ,当前 一 
小 误差 为 负 时 ,后 一 个 误差 可 能 为 正 ,也 可 能 为 负 。 

若 将 误差 按 某 一 因素 的 顺序 排列 , 设 以 o 表示 第 i 个 误差 和 第 i+1 个 误差 的 正 负 号 的 交 
雹 变换 , 当 相 邻 两 误差 正 负 导 相 同时 , 取 v=1, 正 负 叶 相反 时 , 取 v=0。 当 有 个 误差 时 , 则 
有 n 一 1 个 交 葵 变换 (恰好 等 于 0 的 误差 不 计算 在 内 }。 现 组 成 统计 量 : 


5, = wí + və * t v- = >, (11-3-9) 
则 5, 是 表示 根 促 两 误差 正 负 号 相同 时 的 个 数 ， 显 然 , 5, 仍 是 服从 二 项 分 布 的 变量 , 且 由 于 正 
负 号 交 夫 变换 的 随机 性 ,x 取 1 与 取 1 的 概率 应 相等 , 即 P= 9= 诗 。 仿 (11-3-2) 式 可 以 写 出 


5, 2 
1 —— — N(0,1) (11-3-10) 
2 4-11 
类 似 于 (11-3-8) 式 的 推导 过 程 , 可 得 
15,- 5, 1<2уп-1 (11-3-11) 


ЕКЕ роталар талы ааа ат НЕ p= q = 
广 的 很 设 , 即 表明 该 误差 列 可 能 受到 某 种 图 定 因素 的 影响 而 存在 系统 性 的 变化 。 
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3. 误差 数值 和 的 检验 
将 一 列 误差 求 和 
S、= A + À> + нА, = >a, (11-3-12) 
根据 偶然 误差 的 第 三 特性 可 知 ,上 述 S. Жи ЕА, 
ЕЖ А;--М(0,07), RA 
E(S,)= E(AD) + Ед) + + ECA) = 0 
D(8.)= D(A,) + D(A) + + D(A,) 


= g? + o? t+- +g? = ng? 


因此 Ss 是 服从 N(0,no?) 的 变量 。 它 的 标准 化 变量 则 为 
Ма с 
Ж Y 1 2 {н ЕЛЕНЕ, ЕЛМЕН Н, те ЗЕ BJ {Н ЫЫ Ж” ЫЫ. Ж 

Ж 95.45% ЕЖ, 


~ N(0,1) (11-3-13) 


©, 
2 2 < 2}- 0.9545 
Ми л 
Р(|5,| <2/чв|- 0.9545 (11-3-14) 
在 Ho 为 正确 的 条 件 下 ,检验 结果 应 满足 
| 5,1<2Уяа (11-3-15) 
否则 , 即 应 否定 原 假设 Ну. Мо 很 大 时 ,可 用 误差 的 估 值 * 代替 a, 即 应 满足 
1S、I< 24 по (11-3-16) 
此 检验 与 用 误差 的 平均 值 进行 检验 是 -- 致 的 , 亦 即 也 可 用 误差 平均 值 的 检验 代替 误 莽 
数值 和 的 检验 。 
4. AARAA 
当 观 测 误差 服从 正 态 分 布 , 即 
A, ~ №0, 02) (11-3-17) 
标准 化 后 , 则 有 
= — М(0,1) (11-3-18) 
若 取 95.45% 的 置信 度 , 则 可 写 出 
P| Ë < 2 - 0.9545 
б 
或 
Pila |< 2af} = 0.9545 (11-3-19) 


ЗВО FETA, а t ЖЕЖ. H EN, 3 — 
Ж A. ,其 绝对 值 大 于 2c 的 概率 为 4.55% ,这 是 小 概率 事件 ,因此 ,可 取 2s 作为 极限 误差 。 当 
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某 一 误差 的 绝对 值 超过 这 -界限 时 ,就 把 该 误差 作为 粗 差 处 理 , 并 把 其 对 应 的 观测 值 含 弃 不 
用 。 
顺便 指出 ,有 时 也 有 取 36 作为 极限 误差 的 ,这 就 是 相当 于 取 置 信和 度 为 99.74% , 即 
Р\|А,|< 3о} = 0.9974 (11-3-20) 
例 11-5 在 某 地 区 进行 三 角 观 测 , 一 共有 30 个 三 角形 ,其 闭合 差 { 以 秘 为 单位 ) 如 下 , 试 
对 该 闭合 差 进 行 帆 然 误 差 特性 的 检验 。 


+1.5 +1.0 +0.8 -1.1 +0.6 +1.1 +0.2 -0.3 
-0.5 +0.6 -2.0 -0.7 -0.8 -1.2 %0.8 -0.3 
%0.6 %0.8 -0.3 -0.9 -1.1 -0.4 -1.0 -0.5 
%0.2 +0.3 +1.8 +0.6 -1.1 -1.3 

解 : 按 三 角形 闭合 差 算出 


—— 


Dut 
5. 2 "= [25-56 = 0.93” 
设 检验 时 均 取 置 信和 度 为 95,45% , 即 显 著 水 平 a=4.55。 
1. 正 负 叶 个 数 的 检验 
正 误差 个 数 ; S, = 14 
пиз Т: S, =16 
FIS,- S |= 2, 2 z =2 / 30211, 14|8,- 5, |<2%Yn, 即 满足 (11-3-8) 式 。 
2. ЛЕЛЕР ЕМІНЕН 
相 邻 两 误差 同 导 的 个 数 : 5, = 18 
相 邻 两 误差 异 导 的 个 数 : 5, = 11 
所 以 | 8,— 5/1 = 7,1129 i =2 729 = 10.8211, 1. [S – 5/1<2 /п-1, Ri Æ 
(11-3-11) 式 。 
3. 误差 数值 和 的 检验 


Уш, | = 2.6 

її 2 / т д„=2 /30(0.93) =10.2, F) S; |<2/ я ow, 即 满足 (11-3-16) 式 。 

4. 最 大 误差 值 的 检验 

此 处 最 大 的 一 个 闭合 差 为 ~2.0”, 如 以 二 倍 中 误差 作为 极限 误差 ,26, =2X0.93=1.86", 
可 见 该 闭合 差 超 限 ,着 以 三 偿 中 误差 作为 极限 误差 ,35.,=3X0.93=2.73”, 则 无 超 限 闭合 差 。 


ISa iE 


二 、 偏 度 . 峰 度 校 验 法 
正 态 分 布 的 重要 特征 是 分 布 的 对 称 性 和 分 布 形态 的 尖 峭 程度 和 两 尾 的 长 短 , 措 述 分 布 不 
对 称 性 的 特征 信和 是 偏 度 或 称 偏 态 系数 , 措 述 分 布 尖 哨 程度 的 特征 值 是 峰 度 或 峰 态 系数 , 偏 度 的 
定义 是 
n =Ë (11-3-24) 


© 
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对 于 正 态 分 布 而 言 , 峰 度 的 定义 是 


yz = Ç -3 (11-5-22) 
式 中 的 а 和 =, 分 别 是 三 阶 . 四 阶 中 心 矩 。 k 阶 中 心 矩 的 定义 是 
(和 (11-3-23) 
即 随机 变量 X 减 去 其 期 望 E(XX)= a 的 次 方 的 期 望 。 当 二 =1,2 时 
пут Е(Х- р) = E(X)- a = 0 (11-3-24) 
из = E(X - a) = sà. (11-3-25) 


Ш-Н АЕО. 
É X ял CPR r nsa, ШЕ ЗОЯ 4684 у 


ес заа 
特别 地 , 当 避 =2 01,0. BWA FHE ТЕТЕ гісі EE S 
= (11-3-27) 
- 64 


REMEE y 和 va PJ FA 223. vn БІНЕ, АЙКЕШ ЩН yi НЕ ІН £R Jp] Z 
$Ë ,曲线 最 高 纵 坐 标 在 期 望 坐标 左面 D EREA KREE, RZ n 为 负 值 。v1=0 
分 布 对 称 。 正 态 分 布 的 v2 = 0, v; 为 正 值 ,其 分 布 密度 山 线 较 尖 瘦 而 左右 尾 较 长 ,反之 v2 为 


я. 
ЕБ уі 和 À; ЕДА ЛЕ ЕНІ БЕ Ж 35 yk Е АО ТЕЕ 


的 方法 。 
HFP raur ,zx,) 的 容量 ”一 c 时 , 子 样 偏 度 ( 由 子 样 计算 的 偏 度 v1) 和 子 样 峰 度 


(22) 趋 于 正 态 分 布 , 概 率 论 与 数理 统计 中 已 证 明 , 当 母体 为 正 态 ,m = о ШЇ, T PRE Tnbt А 
期 望 和 方差 分 别 为 


EG) = 0, 2-5 (11-3-28) 
EG) #0, 9 = 22 (11-329) 
于 是 可 作 统 计 鼻 
иу 一 = ~ N(0,1) (11-3-30) 
və 0 ) 
m5 ~ N(0,1) (11-3-31) 
采用 & 检验 法 检验 
Н, :Е(>1) = 0 Hi: Е.) = 0 
Н, :Е(>,) = 0 H, : Efn) 2 0 
则 检验 拒绝 域 为 
lu, > на, | ua > He 
2 2 
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Ф) 11-6 由 800 个 三 角形 闭合 差 按 (11.3 27) 式 算得 偏 度 和 峰 度 为 
ур =+0.1287, v, = – 0.1740 


2-62 ‚_ {4 _ 
= B00 = 0.0866, о; = 800 = 0.1733 
按 (11-3-30)、(11-3-31) 式 计算 统计 量 得 
ні = 1.49, н) = – 1.00 


以 a=0.05 查 正 态 分 布 表 得 ug =1.96。 故 就 偏 度 和 蜂 度 而 言 ,以 0.05 的 显著 水 平 判断 ,这 组 
闭合 差 服从 正 态 分 布 可 信 。 


三 .误差 分 布 的 假设 检验 


前 面 讲 到 的 一 些 检验 部 是 在 母体 分 布 形式 为 已 知 的 前 提 下 进行 讨论 的 。 但 是 在 许多 实际 
问题 中 ,对 于 母体 分 布 的 类 型 可 能 事先 一 无 所 知 ,或 者 仪 需要 判断 一 下 是 答 服 从 于 正 态 分 布 就 
行 了 ,这 时 就 需要 先 根据 子 样 来 对 母体 分 布 的 各 种 假设 进行 检验 ,从 而 判断 对 母体 分 布 所 作 的 
原 假设 是 否 正确 。 本 节 只 介绍 常用 的 X 检验 法 。 

x 检验 法 可 以 根据 子 样 来 检验 母体 是 否 服从 菜 种 分 布 的 原 假 设 Ho, 而 这 个 原 假设 不 限 
定 是 正 态 分 布 ,也 可 以 是 其 他 类 型 的 分 布 。 例 如 ,已 知 zl,za,…,zw 是 取 自 母体 分 布 函 数 为 
F(z) 的 一 个 子 样 ,现在 要 根据 子 样 来 检验 下 述 原 假设 是 否 成 立 : 

Ho: Fir) = Falz} 
式 中 F.(z)RE IE ЛЕЙ E Б ЯПА i А Ж 

PT 00 TEB S 3k Ë A АЖ» 了 (z) 的 母体 , 它 的 做 法 是 : 先 将 子 样 观测 值 按 一 定 的 
组 距 分 组 {分 成 区 间 )。 例 如 ,分 成 上 组 ,并 统计 子 样 值 落 入 各 组 内 的 实际 频数 v;。 田 一 上 方面 ， 
在 用 下 述 好 检验 法 检验 假设 Ho 时 ,要 求 在 假设 H, 下, Fo(z) 的 形式 及 其 参数 都 是 已 知 的 。 
еліз 如果 我 们 所 假设 的 Fo( z) 是 正 态 分 布 函数 ,那么 其 中 的 两 个 参数 и 和 о 应 该 是 已 知 
的 。 可 是 实际 上 参数 值 往往 是 未 知 的 ,因此 变 根 据 子 样 值 来 佑 计 原 假设 中 理论 分 布 Fo(z) 中 
的 参数 ,从 而 确定 该 分 布 函数 的 具体 形式 ,这 样 就 可 以 在 假设 Ho 下 ,计算 出 子 样 值 落 入 上 述 
各 组 中 的 概率 рү, р). р (ЙИП Ж), ДЕШ р, 与 子 样 容量 n 的 乘积 算出 理论 频数 
пру, праз‘. прьо 

由 于 子 样 总 是 带 有 随机 性 ,因而 落 人 各 组 中 的 实际 频数 v; 总 是 不 会 和 理论 频数 1p; 完全 
相等 。 一 般 说 来 , 若 H. 为 真 , 则 这 种 差异 并 不 显著 ;车 Но 为 假 ,这 种 差异 就 是 显著 。 这 样 ,就 
必须 找 出 一 个 能 够 描述 它们 之 间 偏 离 程度 的 -- 个 统计 量 , 从 而 通过 此 统计 量 的 大 小 来 判断 它 
们 之 间 的 差异 是 由 于 子 样 随机 性 引起 的 ,还 是 由 于 Fo(x) 关 F(x) 所 引起 的 ,描述 上 述 偏离 程 
度 的 统计 量 为 


k иа А 2 
4-50 а) (11-3-32) 


= пр; 

从 理论 上 已 经 证 明 ,不 论 母 体 是 属于 什么 分 布 , 当 子 样 容量 п 充分 大 (nn 之 50) 时 , 则 上 述 
统计 量 总 是 趋 近 于 服从 自由 度 为 二- > - 152 分布。 其 中 上 为 分 组 的 组 数 ,> 是 在 假设 的 某 
种 理论 分 布 中 用 实际 子 样 值 估计 出 的 参数 个 数 。 

进行 检验 时 ,对 于 事先 给 定 的 显著 水 平 a ,可 由 

200 


Р(Х >.) = a (11-3-33) 
定 出 临界 信 X ,最 后 将 按 (11-3-32) 式 算出 的 X 和 Xs。 ШЕ, Х < MEE H TN 
拒绝 Hgo 
必须 指出 ,(11-3- 32) 式 中 的 统计 量 只 有 在 n АН (ас ҒА т. ЕЖ, 
它 是 适用 于 大 子 样 的 一 种 检验 方法 。 在 实际 应 用 时 组 的 实际 频数 ¿ 也 要 足够 大 ,一 般 要 求 每 
组 中 的 子 样 个 数 不 少 于 5 个。 在 分 组 后 ,若菜 几 组 的 子 样 个 数 少 于 5 时 ,可 以 将 几 组 并 成 一 
组 ,使 得 合并 后 的 子 样 个 数 大 于 S. 


下 面 举例 说 明 X 检验 法 的 具体 做 法 。 

例 11-7 某 地 震 形 变 台 站 在 两 个 由 定点 之 间 进 行 重复 水 准 测量 , 测 得 100 个 高 差 观 3 
值 , 试 检验 该 列 观测 高 差 是 否 服从 正 态 分 布 。 

解 :检验 时 先 将 观测 数据 分 组 ( 表 11-1) , 当 观 测 个 数 较 多 时 ,一 般 以 分 成 10 一 15 组 为 宜 。 
本 例 分 成 10 组 。 内 于 各 观测 高 差 的 米 位 数 均 相同 , 故 在 表 11-1 中 只 列 出 观测 高 差分 米 以 后 
的 尾数 。 每 组 数据 所 处 的 区 间 端 点 称 为 组 限 , 上 、 下 限 之 差 称 为 组 距 ,本 例 组 了 距 均 为 0.01dm。 


# 11-1 
НЕ Есіп) 频 io» Е À. Zn 累计 频率 
6.881— 6.890 1 | 0.01 0.01 
6.890 —6. 900 4 : 0.04 0.05 
6.900--6.910 7 0.07 0.9 
6.910--6.920 22 0.22 0.34 
6.920--6.930 23 0.23 0.57 
6.930--6.940 25 0.25 0.82 
8.940--6.950 10 0.10 0.92 
6.950 一 6.960 6 | 0.06 0.98 
6.960--6.970 1 ， 0.01 0.99 
6.970— 6.980 l 0.01 1.00 
У п = 100 1.00 


注 ; 观 浏 高 差 等 于 组 上 限 的 数值 算 人 该 区 间 内 。 


先 由 表 11-1 中 的 数据 来 估计 母体 参数 д 和 a?。 利 用 每 组 的 组 中 值 ( 即 上 .下 限 的 平均 
值 ) 和 频数 求 子 样 均 信 z( 即 记 ) ,由 于 观测 高 差 的 尾数 均 在 6.900 左右 ,为 了 计算 方便 起 见 , 先 
取 х= 6.900, #5 РАЖ. 


а = #= 6.900 + үү (1)(- 15) + (4)(— 5) + (7)(5) + (22)(15) + 


(23)(25) + (25)(35) + (10) (45) + (6) (55) + 
(1)(65) + (1) (75) 10.001 = 6.900 + 0.027 = 6.927 


10 


а? = H Уьш? — nz?) - (47908.3587 — 4798.3329} = 0.000258 


л 7 100 


а= «0.000258 = 0.016 
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因此 ,我 们 需要 检验 的 原 假设 为 
: Ho : X ~ N(6.927, 0.000258) 
为 了 便于 计算 np ,可 先 作 变换 у-(:-6.927)/0.016, x 化 为 标准 变量 y, 由 此 算出 
Ж 11-1 中 各 组 的 组 限 。 其 中 第 一 组 下 限 应 为 - ee ,来 组 上 限 应 为 + co ,同时 根据 正 态 分 布 表 
算得 ,其 余 计 算 结 果 烈 于 表 11-2 中 。 


表 il-2 
一 2 
y 的 组 限 РА пр, » пр, (Cy; — ap) ahy 
пр, 
— 00 — — 2.31 1 1:04) 
-2.31— -1.69 4 J - 2.46 6.0516 0.4185 
-1.69— - 1.06 7 9.91 
-1.06— - 0.44 22 18.54 3.46 11.9716 0.6457 
-0.44--%),19 23 24.53 -1.53 2.3409 0.0954 
+0.19~0.81 25 21.57 3.43 11.7649 0.5454 
0.81—1.44 10 13.41 _ 3.41 11.6281 0.8671 
1.44—2.06 6 5.52 
2.06--2.69 1 га 0.51 0.2601 0.0347 
2.69- + со 1 0. 35 1 
> 100 2.6068 


由 于 表 11-2 中 的 前 三 组 和 林 三 组 的 频数 " 太 小 , 故 分 别 将 三 组 并 成 一 组 。 这 样 组 数 = 


6.>=2, 自 由 度 & ->-~1=3, 若 取 显 著 水 平 a=0.05, 则 由 X 与 分 布 表 可 查 得 
2.0503) = 7.815 


大 于 按 (11-3-32) 式 算得 的 统计 量 X* 2.6068, 所 以 ,判断 在 a=0.05 下 接受 Ho, 认 为 该 列 观 
测 高 差 服 从 正 态 分 布 。 


5114 平 差 模型 正确 性 的 统计 检验 


测量 平 差 是 在 给 定 函 数 复 型 和 随机 模型 下 进行 的 , 平 差 参 数 的 最 小 二 乘 估 值 是 最 优 线性 
无 偏 情 计 。 如 果 给 定 的 函数 模型 或 随机 模型 本 身 不 完善 ,就 不 能 保证 参数 估 值 的 最 优 性 质 , 因 
此 对 于 每 个 平 差 问题 必须 进行 模型 正确 性 的 统计 检验 。 

函数 模型 的 不 完善 原因 很 多 ,例如 ,函数 的 线性 化 所 取 近 似 值 与 其 平 差 值 相差 过 大 ,起 始 
数据 与 观测 数据 不 匹配 ,起 始 数 据 误差 大 或 者 观测 数据 在 有 粗 差 等 都 将 使 丽 数 模型 存在 超出 
偶然 误差 限 慎 的 属于 系统 误差 或 粗 差 的 模型 误差 。 又 如 像 在 精密 水 准 网 平 差 时 ,有 了 时 存在 水 
准 尺 的 尺度 参数 (每 米 真 长 改正 ) ,但 在 列 误 差 方程 时 并 未 顾及 等 ,这 种 函数 模型 的 不 完善 也 会 
产生 模型 误 益 ,随机 模型 的 模型 误差 主要 是 所 定 观 测 值 间 的 权 比 不 正确 所 造成 的 。 如 果 模 型 
误差 的 数量 级 不 超过 最 大 偶然 误差 , 则 认为 平 差 模型 正确 ;否则 , 平 差 结果 不 能 认为 最 优 , 甚 于 
是 焉 曲 的 结果 。 在 这 种 情况 下 ,必须 查 明 其 原 央 ,改进 和 完善 平 差 模型 ,重新 进行 平 差 , 以 保证 
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А ЕЕ ЕЛІ АЕ. 

平 差 模型 正确 性 的 检验 ,是 一 种 对 平 差 模型 的 总 体检 验方 法 ,以 后 验方 差 为 统计 量 , 即 采 
用 平 差 后 计算 的 单位 权 方 差 估 值 , 故 也 称 后 验方 差 检验 。 检 验 的 基本 思想 是 : 定 权 时 先 验 单位 
权 方 差 о 是 已 知 的 ,通过 平 差 可 求 得 其 估 值 ci( 后 验方 差 ) ,两 着 虚 该 统计 一 致 。 即 虚 满 足 
Е(сў) = oji, 如 果 在 一 定 显著 水 平 < 下 ,满足 此 原 假 设 , 则 可 从 总 体 上 认为 平 痉 模 型 正确 ; 否 
刚 , 平 差 成 果 不 能 认为 是 达到 预定 要 求 的 使 用 成 果 。 

下 面 以 间接 平 差 为 例 说 明 平 差 模型 正确 性 的 统计 检验 方法 。 原 假设 和 备 选 假 设 为 

Ha: Е(02) = а Hi: Elah) = sà 


平 差 的 误差 方程 和 单位 权 方差 估 值 为 
V = BE 一 上 
十 
a n 
统计 量 为 
тір VPV = 7 一 (11-4-1) 
бі 94 


服从 自由 度 S-n- t А ВЕЛО "检验 法 。 选 取 a, 以 自由 度 f 查 得 ys fi у AS 


El 
2 2 
(л) 

如 果 统 计量 yip ТЕЕ [В] 8 , 则 拒绝 Ho, 认 为 平 差 模 型 不 正确 。 只 有 在 通过 检验 后 才能 使 
用 平 差 成 果 , 因 此 本 节 检 验 是 平 差 中 的 一 个 组 成 部 分 ,不 能 省 略 。 

例 14.8 同 §$7-4 中 例 7-8。 该 例 水 准 网 平 差 定 权 时 ,以 Пет 观测 高 差 为 单位 权 观 测 , 即 
取 已 =17S;,。 此 时 的 先 验 单位 权 中 误差 vo 就 是 Ikm 观测 高 差 的 中 误差 ,虽然 例 中 未 说 明 en 
是 何 值 ,但 按 什 么 等 级 进行 水 准 测量 是 已 知 的 。 假设 该 例 是 二 等 水 准 测 量 , 则 o0=1.0mm, 如 
是 三 等 水 准 测量 , 则 co=3.0mme。 

如 属 二 等 水 准 测量 ,后 验方 差 检 验 假设 为 

Ho : Eloi) = 1.0 Ну: Е(63) # 1.0 

该 例 已 算出 


作 统 计量 


以 自由 度 f=4,4a =0.05 查 X 分 布 表 得 
2 _ 2 _ 
Х1-4 = 0.484, Ха 11.1 


та ола шр) 内 ,应 拒绝 н , 亦 即 该 例 对 二 等 水 准 测量 而 言 , 平 差 模型 不 正确 。 
如 属 三 等 水 准 测量 ,后 验方 益 检 验 假设 为 
Ну: E(g2) = 9.0, Hi: Е(6)) 559.0 
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нЕ. 


作 统 计量 


анат у-ү. уз } 之 内 ,检验 通过 , 平 差 模型 正确 。 


如 果 此 例 是 按 四 等 精度 观测 水 准 网 方差 的 ,检验 的 原 假设 ci 应 取 四 等 精度 指标 ,进行 平 
差 模型 正确 性 检验 。 

例 11-9 同 $7-6 的 例 7.9。 该 例 是 三 等 三 角 测量 ,已 知 测 角 中 误差 s0=1.8 。 试 检验 
平 差 模 型 是 否 正 确 。 

解 : неЕад-1.80 Но E(s5s)==1.82 
该 例 已 算得 


计算 统计 量 


yus = 1.82. = 3 24 
ІЦ £= 14,a = 0.05 #19 1-455-63.)5-26.1. ХаР (5.63,26 DZA РЕ 


正确 , 平 差 成 果 可 用 。 
上 面 是 以 间接 平 差 为 例 说 明 半 差 模 型 正确 性 的 检验 原理 和 这 程 ,实际 上 对 于 任何 平 差 方 
法 同样 适用 , 即 利用 该 平 差 方法 计算 单位 权 方 闫 估 值 
VĪPV 
了 
作 统 计量 x?ijpy(11-4-1) 式 ,采用 上 述 同样 过 程 进行 检验 。 


(11-4-2) 


^2 
са 一 


51-5 平 差 参 数 的 统计 检验 和 区 回 估 计 


在 有 些 平 差 问题 中 ,需要 了 解 所 求 的 某 个 平 差 参 数 是 否 与 一 个 已 知 的 值 相符 ,用 不 同 的 仪 
器 和 方案 得 到 的 两 组 观测 数据 ,其 平 差 后 的 同名 参数 结果 是 否 一 致 ,或 者 不 同时 闻 观 测 的 同名 
平 差 参 数 有 无 变化 等 等 。 对 于 这 类 问题 就 要 对 平 益 参 数 的 某 种 假设 进行 统计 假设 检验 。 

设 有 间接 平 差 问题 ,误差 方程 及 其 解 为 


V= В+ _ í p = Q"! (11-5-1) 
п 1 Att al пн 
+ = (БІРЕУГІНІРІ (11-5-2) 
T T 
бр = VIV V PV (11-5-3) 
Í п-і 
D. - О, := (ВРВ)! (11-5-4) 


一 、 一 个 平 差 参 数 +, ETECH w 相符 的 检验 


原 假设 和 备 选 假设 为 
Ну: E(+,) = w Н,: E(£,) = w 
маж тез EENE 
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t4- Ela; %- Els) 


цр = — - (11-5-5) 
оя, 90у Qag, 
如 果 原 假设 Но 成 立 , 则 EC) = w WERA 
= 2 (11-5-6) 
бо ҳу Qie, 


AP AWARA ЭН РЫ, R a E f (11-5-3 KB r y E RE = n 
-+, 即 自由 度 了 就 是 多 余 观 测 数 。46 由 (11 5-3) 5848,0, ЖЖЖ +, 的 协 因 数 ( 权 倒 
数 ) ,是 协 因数 阵 Q,: 中 第 i 行 上 的 对 角 线 元 素 。 

以 显著 水 平 a ,可 得 在 原 假 设 Ho 成 立 下 的 概率 表达 式 : 


+; — W; \ 
Р = в l 1 - - 5 
| 50 /9., < s] @ (11 5 7) 


式 中 分 位 值 РЕ t 分 布 表 中 以 a 和 上 了 为 引 数 查 得 。 如 果 计 算 的 ] nl <te MEZ Ha, 80 


可 认为 该 参数 z, 与 已 知 值 mw, Mieke- Sh ЖЛЛА АРА Ж И TEE. 
例 11-10 在 图 11-4 中 , 平 差 参数 +, 和 +, 为 待定 点 


P GX) 
P, 和 P, 的 高 程 (已 取 近 似 值 X9, ХО) Е 57-4800) 7-8 中 < 
БН ТІН ЕТЕ, RI 
Хі- X'+ z, = 6.375 + (- 0.0003) = 6.3747(m) 
Хас X} + 2; = 7.025 + 0.0029 = 7.0279(m) % 
ТЕ 12.75 = 2.2(mm) B 
_ [е 9151 Р(Х) 
+ 0.16 0.78 
Ё 11-4 


本 例 的 问题 是 ,网 中 Р, 点 原来 也 是 已 知 点 ,其 高 程 3 
= 7.045m, 但 对 其 高 程 的 正确 性 存在 疑问 , 故 平 差 时 将 其 作为 待定 点 ,通过 平 差 来 检验 其 高 程 
的 正确 性 。 
Ë Н:Е(Х,)=7.045 Hi: Е(Х,)5=7.045 
计算 统计 量 (11-5-6) 式 ,得 
7027.9 — 70450. 1741 
ос узур 19 
以 a=0.05,f=4 г. =2.78,IN|:r „1 =92>rÍ = 2.78, ШІН Н, Ж H, ,判断 P 点 


原 高 程 不 正确 ,不 能 作为 起 始 数据 。 作 为 待定 点 平 差 处 理 。 
例 11-11 设 图 11-4 中 的 P P 为 工程 建筑 上 的 两 个 点 ,其 标高 已 知 , 基 ,= 6. 370m， 
Ж, = 7.045m, 若 干 年 后 对 其 进行 监测 ,布设 的 水 准 网 和 平 差 结果 见 例 11-11, 问 P, 点 的 高 程 
在 这 期 间 是 否 存 在 沉降 ? 
对 于 E(K,)=6.370,H,: E(K,)Z6.370 算得 
ЖЕ ЕЕЕ = 11 = 2.9 > 2.78 


以 显著 水 平 z=0.05, 判 断 Pj 点 高 程 已 产生 沉降 。 


=— 9.0 
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ER a = 0.01, tagy 一 4.6: 则 可 视 为 Ру 点 并 未 沉降 。 

#J11-12 为 了 考查 经 纬 仅 视 距 乘 常数 C 在 测量 时 随 温 度 变化 的 影响 ,选择 10 段 不 同 趾 
离 进 行 了 试验 。 测 得 10 组 平均 忆 值 和 平均 气温 1 ,结果 列 于 表 11-3。 设 CC 与 1 ЕЕЕ, 
试 检 验 平 差 参数 的 显著 性 。 

解 : 设 沙 数 模型 为 

Ü; = ba + bit, 1 = 1,2,5-,10 
Ж 11-3 
А 11.9 


15.8” 


1.5 12.9" 


96.95 


97.05 97.13 | 97,04 96.96 


96.84 


其 误差 方程 为 
= 二 bo + EA - С, 
解 得 
bo = 96.31, j, = 0.048 
计算 中 得 到 
9%, ©, | _ | 8.16 一 e58] 
Qie = Qis Qaa, | 170.56 0.039 
10 
20% 70377 
- _ зі - 10. 3 L 
=» з ay g “D09658 
现在 检验 
Ha: Elb) = 0 Н,: Е(81) = 0 
ЖЕН 


а-9 _ 0.048 3.58 


= 1 = = 
Ца) = /Qss 0.068 /0.039 
$ а=0.05, а 和 自由 度 f=8 查 : 分布 表 , 得 4 =2.31, 因 | t| >te MIE Ho, E E(61) 


和 0。 说 明 参 数 昆 著 , 回 归 模 型 有 效 。 回 归 方 程 为 C=96.31+0.048+。 如 果 经 检验 接受 Ho, 
说 明 E(51) =0, 视 距 常 数 C 与 温度 上 不 存在 国 数 关系 ,回归 模型 C= bot Bit 无 效 。 


二 .两 个 独立 平 盖 系 统 的 同名 参数 差异 性 的 检验 
设 对 控制 网 进行 了 不 同时 刻 的 两 期 观测 ,分 别 平 差 ,获得 同名 点 坐标 2 的 两 期 平 差 成 果 


. утру 
第 工期 Хү=ХЧ + о, a мі 20 


ІЗІ 
- (VIPV) 
Ей д Xi =XW + Q. u, so = pe 


试 检验 这 个 同名 点 坐标 两 期 平 差 所 得 的 平 甘 值 之 间 是 否 存 在 差异 。 
原 假设 Ho:E{X1)—- Е(Хр) =0 HEX) E(K у) 50 (11-5-8) 
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{7(11-5-6),ДЕ Ho RA F ,z ЛАШТЫ 3 
Xr —- Xi _ Xr — X 

(/4%, + бул V airQ: +, + бй Ө, ү, 
т\н. 变量 自由 度 f= fr T fu t 变量 的 分 子 为 两 期 平 差 参 数 之 差 , 分 母 为 这 个 差 数 的 中 误 
差 。 检验 的 拒绝 域 为 |:(p | > teo 

01 11-13 题 同 例 11-10。 设 该 例 是 由 + 年 观测 值 计 算 的 平 差 结果 ,又 在 т, 年 对 图 11-4 
所 未 水 准 网 进行 了 复 测 , 平 益 计算 绪 果 为 

Ху = 6.5504п K, = 了 ,0264m 


ыт 


(11-5-9) 


go = J —— = 2.0mm 


- [03 016) 
= = 10.16 0.781 

由 于 观测 数据 与 | 年 不 同 , 平 差 求 得 的 v,YTPV,an 和 +, 也 与 例 11-11 不 同 , 但 Q,: 两 
期 结果 相同 ,因为 Q,, = (BTPB)-1, 误 差 方程 系数 阵 B AEU P 因 观 测 方案 和 网 形 完全 相同 
而 没有 变化 。R,; 是 与 观测 数据 无 关 的 量 。 

检验 1, 年 与 n 年 的 两 期 所 得 同名 平 差 参数 的 差异 性 。 

БЕЗ ОНЫ Е(Хд)-Е(Хд)=0 НЕХ) Е(Хд)50 (¿=l,2) 
按 (11-5-9) 式 计算 统计 量 

6374.7—6360,4  _ 14.3 _ 
/2.845%0.53+4х0,53 1.90 
点 Pr = 7027.9- 7026,4 15. 

2.84х0.78+4Хх0.78 2.31 

以 a=0.05 和 自由 度 f=4+4=8 查 ;分布 表 。 得 taa 2.31. 可 知 Pi АЙН |= 7.52> 


-2.31, ЗЕ Ho, 而 Р, ЛА ову eg СВЗ Н 


以 a =0.05 判断 Р, 点 在 гг 年 间 上 其 高 程 有 差异 。 而 Pz 点 高 程 在 г, t> 年间 没有 理 
由 怀疑 有 变化 。 


=.Ж ## BJ ЕНА 


平 差 参 数 的 真 值 是 不 可 知 的 , 真 值 的 估计 有 两 种 方法 :一 是 点 估计 ;一 是 区 癌 佑 计 。 点 估 
计 就 是 对 真 值 作出 具体 数值 的 估计 ,用 平 差 值 估计 其 真 值 就 是 点 估计 方法 ,因此 前 述 的 各 种 平 
差 方法 都 是 属于 点 估计 法 。 所 谓 区 间 估 计 , 就 是 在 给 定 一 定 的 置信 概率 (置信 和 度 ) 户 的 条 件 下 ， 
给 出 参数 真 值 落 人 已 知 的 数值 区 间 内 。 简 言 之 ,就 是 给 出 确定 真 值 的 某 一 范围 ,而 这 个 范围 是 


7.5 


点 Ру: 


Га 
z 


与 置信 概率 相 联系 的 。 
对 于 参数 的 平 差 值 ХЕ : 分 布 安 量 (11-5-5) 式 
K, = Х, 
р = г пу (11-5-10) 


式 中 真 值 X, MAASE) ны! 分 布 将 义 , 与 其 真 值 区 建立 了 关系 。 现 给 定 置信 概 
Ж p=1- a,a 就 是 假设 检验 的 显著 水 平 , 对 于 + 分 布 ,下 列 概率 表达 式 成 立 
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X X; 
Р|-%<: ЫЫ (11-5-11) 
按 不 等 式 运算 ,可 得 
рх, - tg oo Охх, < Х, < К, + ге ў бух) = p = 1-а (11-5-12) 
或 
р(х, - tady < X < X, + дё) = р= 1-а (11-5-13) 
这 就 是 参数 真 值 X, 的 区 间 估 计 式 ,区 间 
Б - tsak +, + 4% | 
ЖАА БЕН], МЕНЕ р-1-о. pb 值 大 小 不 向 ,相应 的 区 闻 长 短 也 不 同 , 亦 即 置 信 区 
问 取决 于 其 置信 概率 。 其 中 a 必须 是 小 概率 。 由 《ti1-S-13) 式 可 看 出 参数 的 区 间 和 情 计 与 点 估 
计 的 区 别 和 联系 。 


如 果 单 位 权 方 差 a 已 知 , 则 可 建立 标准 正 态 变量 


и = (11-5-14 
бо Охх gx ) 
相应 的 概率 表达 式 为 
P|- us < Х, -2 “| = р = 1-е (11-55-15) 
2 бу 2 


则 有 X, 的 区 间 和 合计 式 为 
Р(Х ugog < X, < Ñ, + “eax, ) = р=1-а (11-5-16) 


№ p = 0.9545 时 ,ws =2, 则 X, 的 置信 区 间 为 


(5. - 20% , X; + 2ox | (11-5-17) 


811-6 粗 差 检 验 的 数据 探测 法 


粗 差 作为 一 种 误差 来 源 , 在 许多 情况 下 ,只 要 小 心 谨慎 地 工作 ,采取 适当 方法 和 观测 措施 ， 
是 可 以 避免 的 。 但 在 现代 化 的 测量 数据 采集 传输 和 自动 化 处 理 过 程 中 ,由 于 种 种 原因 可 能 产 
生 粗 养 。 如 果 不 及 时 处 更 粗 其 ,将 使 平 差 结果 受到 严重 的 带 曲 。 为 此 ,从 20 世纪 60 年 代 起 ， 
对 粗 差 的 研究 一 直 是 误差 理论 中 的 重要 课 感 之 一 。 

1 22 Е 1А (Baarda) 087 1967 — 1968 年 的 著作 中 提出 了 测量 可 靠 性 理论 和 数据 探测 
方法 ,奠定 了 粗 差 理论 研究 的 发 展 基 础 。 

巴尔 达 提 出 的 数据 探测 法 ,前 提 是 一 个 平 益 系统 只 存在 一 个 粗 差 ,用 统计 假设 检验 探测 粗 
莽 , 从 而 吻 除 被 探测 的 粗 差 。 数 据 探测 法 已 广泛 应 用 于 测量 平 差 中 。 

现 以 间接 平 差 为 例 说 明 数 据 探测 的 原理 。 误 差 方 程 为 

V = Bz — 1 (11-6-1) 
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V = Bft- z) — (Z — Bz) 


3⁄4 
t= МЫВІРІ, A= Bz - 1 
代 人 上 式 得 
V= В(МЫНІРІ ~ NBTPBE) + A 
= BNZBIP(I — BE) +A 
= (I- ВМЫНТРҘА 
= КА (11-6-2) 
式 中 
R = 1- ВМЫВТР = I- BIBIPB)-IBTP (11-6-3) 
因为 在 间接 平 差 中 ( 见 $7-3 表 7-9) ,改正 数 的 协 因数 阵 为 
Оуу = Q - BNEBBT (11-6-4) 
所 以 (11-6-3) 式 还 可 写成 
R= QP (11-6-5) 
HETRE, ААА ТАРЕ В MRE r, ЗАЛА. ТЕРДЕ ЖШ АНЫ F R 反映 
了 网 形 结构 。 
R 与 (11-6-2) 式 是 研究 粗 差 探测 和 可 靠 性 理论 的 一 个 重要 关系 式 。 令 
Tl ғы ү 
R = ғіз Ғы Fin 
ri Fin Yun 


则 (11-6-2) 式 可 写成 显 式 为 
ті = гуду T ry 十 + ri, A, 
= ғ А + ra Aa + +“ + „А, 
©) F12°1 rä ғ, (11-6-6) 


ә, = ri 十 ғҙ,Аҙ + + r. À, 
ЕЛІН! т-д, ИІН ЕЖА я 个 改正 数 PERH n 个 А, 
对 (11-6-2) 式 两 边 取 数 学 期 望 得 
ЕСУ) = RE(A) (11-6-7) 
由 {11-6-7) 式 可 见 , 当 AA 仅 是 偶然 误差 ,不 含 粗 差 时 ,E{A)=0, 故 EL(V)=0。V 是 A 的 
线性 函数 ,V 与 A 的 概率 分 布 相同 ,因此 当 是 偶然 误差 时 ,VV 为 正 态 随 机 向 量 , 其 期 望 为 


零 ,方差 D(V)= а буу» 
数据 探测 法 的 原 假设 是 по: Е (о) = 0, WAWE Li 不 存在 粗 差 ,考虑 v~ NO, 


oilQ。。) ,于 足 可 作 标 准 正 态 分布 统计 量 


— — = Ži (11-6-8) 
Жив, 
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则 否定 Ho, 亦 即 Е(о,) 520, Li 可 能 存在 粗 差 。 

利用 数据 探测 法 ,一 次 只 能 发 现 一 个 粗 差 , 当 要 再 次 发 现 另 一 个 粗 差 时 ,就 要 先 剔 除 所 发 
现 的 粗 差 ,重新 平 差 , 计 算 统计 量 。 逐 次 不 断 进行 ,直至 不 再 发 现 粗 差 。 

数据 探测 法 的 优点 是 计算 方便 .实用 ,已 普遍 用 于 平 差 计 算 中 。 但 由 于 每 次 只 考虑 一 个 粗 
差 ,并 末 顾 及 各 改正 数 之 间 的 相关 性 ,检验 可 靠 性 受到 一 定 的 限制 。 
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第 十 二 章 “近代 平 差 概论 


以 上 种 章 阐述 了 四 种 基本 的 测量 平 差 方法 , 即 条 件 平 差 法 ,间接 平 差 法 、 附 有 参数 的 条 件 
平 差 法 和 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 法 ,还 给 出 了 综合 这 四 种 基本 平 差 方 法 的 概括 模型 , 即 附 有 
限制 条 件 的 条 件 平 差 法 。 四 种 基本 平 差 方法 的 数 掌 模型 都 是 概括 模型 的 特例 ,从 而 阐明 了 各 
种 平 差 方 法 的 各 自 特征 和 相互 联系 。 

绪论 中 已 指出 , 近 玫 十 年 来 ,测量 平 匡 与 误差 理论 得 到 了 很 大 的 发 寡 ,并 扼要 地 举 出 了 所 
产生 的 一 些 新 的 泣 量 平 差 模型 ,为 了 区 别 起 见 ,通常 将 上 述 四 种 基本 平 差 方 法 和 概括 模型 称 为 
经 典 测量 平 差 方法 ,后 者 常 称 为 近代 测量 平 差 方 法 。 

本 章 仅 阐述 部 分 近 伐 平 差 方 法 的 基本 原理 ,详细 讨论 和 研究 将 属 后 续 有 头 课程 的 内 容 。 
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序 贯 平 差 , 亦 称 逐 次 相关 间接 平 益 。 序 贯 平 差 有 一 套 规 律 性 很 强 的 递 推 公式 ,便于 计算 机 
工作 ,用途 非常 广泛 。 

本 节 介绍 的 序 贯 平 差 ,其 参数 不 随时 间 变 化 ,有 时 又 称 静 态 卡尔 曼 滤波 。 

-.жЕНШ 
不 相关 , 即 有 


而 a= у-ү ny пас], 为 必要 观测 数 。 
当 参 数 之 间 不 存在 约束 条 件 时 ,其 误差 方程 为 
Уа = В,42 一 5-1 612-1-1) 
V, = B,£ = 1, (12-1-2) 
式 中 
Хе Хк, = 1-10 (i=k,k-1) 
将 (12-1-1) 式 单独 平 差 , 得 


Зат Qz BE AP іл (12-1-3) 
式 中 Оҳ = Qx a A Х, CBI 和 -让 的 协 因 数 阵 , 故 有 
Оқ ат ӨНЕ P, 18.1), (12-1-4) 


k 


或 
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оу 
2 表示 由 第 一 组 观测 值 L, -1 平 差 所 得 2 的 值 。 
将 (12-1-1) 和 和 {12-1-2) 式 联合 解 算 , 即 由 两 组 观测 是 作 整 体 平 差 ,可 组 成 法 方程 为 


(Оу, + ВІР,В,)ғ 一 (BL Pi 十 BTP) =0 (12-1-6) 


Иш Ві РВ, (12-1-5) 


其 解 为 
= (Qx + БІР ВТ (Bi АР ila + ВЕРА) 


它 是 两 组 观测 值 整体 平 差 的 结果 , 按 间 接 平 差 知 ,其 法 方程 系数 的 逆 阵 就 是 Х ДОНМА ЖЕЕ, Ak 
有 


Ох = (Qç + ВР)! (12-1-7) 
TELKA 
+= ВТР, ti + ӨХВІРЫ, (12-1-8) 
考虑 (12-1-3) 和 (12-1-7) 式 : 
ВЕР = ос „26-1 (12-1-9) 
Оу = Өх - BPB, (12-1-10) 
则 (12-1-8) 式 为 
£ = ЖА + Q, BiP, (1, - ЕЛЕР 412-1-11) 
令 
J = ОЗ Р, (12-1-12) 
L = h Bt (12-1-13) 
ШЕЖЖ 
® = лл + Jl, (12-1-14) 


将 (12-1-10) 式 两 边 左 乘 Qx ,顾及 (12-1-12) 式 得 
QxQ = I- QxBIPB, = I - ЈВ, 


ж БОЛА Ох ,得 


Ох = 9, - JB,Qk, , (12-1-15) 
РЕЛ Аз 
Оқ- (Әр + ВВ) 
= Өх, - Өх, ВОР! + В.Оқ ВР) BiQx ， (12-1-16) 
比较 (12-1-15) 与 (12-1-16) 式 知 : 
J = Qg ВИР + Bx, Br) ' (12-1-17) 


J 本 阵 称 为 卡尔 曼 滤 波 增 益 和 矩阵 或 称 序 贯 平 差 的 增益 矩阵 。 
将 (12-1-17) 式 代入 (12-1-14) 式 即 得 序 贯 平 差 的 递 推 计 算式 。 
当 m =1 时 ,(12-1-17) 式 中 的 (Pi + BQ, ВХ) #1 (12-1-13) 63 Ж 2, ЖЕ, 
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WAZ + B,Qz ВЕ) tB k ЕЯ Т,Ж 325 dE ДЕ ХАМ 
J 13.35 BJ ESE АЙЯ НЫЕ п,=1,Ж ES E ЖАРА Ж. 


二 .精度 评定 
单位 权 中 误差 为 


Тр T 
a a P. | ү РУ (12-1-18) 


ne- + mk = t 
当 两 组 观测 值 整体 平 差 时 ,有 


утру = viva 全 0 Ка 


0 P,!lv, 
= УРУМ», t VPV, (12-1-19) 
因为 
V,-i= Ва%- 4 
= Ва а Jl) — ірі 
= Veit В.Л. 
式 中 
Уһ = В.лар ЁБ (12-1-20) 


ВУ, NR ДЗ — 1 ЈА йй Зр ЗЕТЕ BJ gk iF $k 
顾及 {12-1-5) 式 以 及 单独 平 差 第 一 组 观测 值 时 У, SLE В.Р i V ,- = 0,484 
УТ Pi I V, i= (Мыл + Br-1Jla) Pami Vi- + Be-idla) 
= Visi, Ук + ШО! ш (12-1-21) 


утру = ЎТ Pia Vet IJ Qs, Л, + УРУ, (12-1-22) 
又 因为 _ 
V, = B, - {у= В,С ғы + ДИ) т і 
= Ву + ВЫ, - 1, (12-1-23) 


顾及 (12-1-13) 式 ,(12-1-23) 式 可 写 为 : 
V, = (Ву - Di (12-1-24) 


将 (12-1-17) 式 代 人 (12-1-24) 式 ,得 | 
Vi = 18,0, вВІ(Р + B,Qz За - 11 


= [(Pz! + В,0, BiT PPOR + BQ, Bi)” -IJ 


=- Pi (P3 + Ви, Bi) L (12-1-25) 
所 以 | 
УРУ, = ТРЕ + BQ, ВОЗ! РОРР (Р! + BQ, ВО! 
= (Pi + BQ, BD PE (PD + В0, BOH (12-1-26) 
因为 
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-1 _ е 
Qg J = (РЇ + BQ; Ві) ІВ,0, BI(PI + BQ, ВТ)! 


ЖА 

Штоу Л, + VIP,V, = ПОР! + BQ, Вр), (12-1-27) 
将 (12-1-27) 式 代入 (12-1-22) 式 得 VTPV 的 递 准 公式 为 

УТРУ = ViPe У + МОРЕ + В, BDUL (12-1-28) 


参数 的 协办 数 阵 的 递 推 公式 就 是 (12-1-15) 式 , 即 
Qg = Qr, - JBQ ， = (1- JB) Qk ， 
由 以 上 推导 ,得 到 了 序 贯 平 差 的 一 给 递 推 公式 , 即 
2 = hath 
VTPV = ҮТ |Р, V, + L (Py) + BAQx ВӘ (12-1-29) 


Q, = 9%. 一 Jaiax ， = (1- JB) Qg, 
其 中 


J= 0, ВИР! + BQ, ВІ)! 

_ өз өз | (12-1-30) 
„= (L = Ву). 

由 这 组 递 推 公式 可 以 奢 出 ,每 增加 一 个 或 儿 个 观测 数据 ,只 需 利 用 前 -1 个 观测 数据 求 得 参 

Ж2, ӘЖ VI P,- У. МАШ 0, , 便 可 按 递 推 公式 求 出 平 差 结果 。 这 

样 , 愉 要 知道 初始 状态 的 值 ,就 可 从 第 一 个 域 第 一 组 方程 出 发 ,依次 求 出 新 的 居 值 。 如 此 一 个 

观测 值 一 个 观测 值 地 增加 ,直到 全部 观测 值 用 完 , 便 可 得 到 参数 的 平 差 结果 Д {у ЛУ RE 


的 估 值 ¿o 和 参数 的 协 因数 阵 Q... 
812-2 附加 系统 参数 的 平 差 


在 前 述 的 经 典 平 莽 中 ,总 是 假设 观测 值 仅 含有 偶然 误差 , 平 差 函 数 模型 正确 ,也 不 会 系统 
误差 。 测 量 实 践 表 明 ,由 于 种 种 原因 ,观测 值 中 常 包 食 某 种 系统 误差 源 。 消 除 或 减 昼 这 种 系统 
误差 源 有 多 种 方法 .其 中 通过 在 经 典 平 差 函数 模型 中 附加 系统 参数 的 方法 ,对 系统 误差 进行 补 
偿 , 是 一 种 比较 有 效 的 方法 ,这 种 平 差 方 法 称 为 附加 系统 参数 的 平 差 法 。 


一 , 平 差 数 学 模型 及 举例 
函数 模型 和 随机 模型 为 
L +A = BX + AS (12-2-1) 
D, = D. = D = б = añ P? (12-2-2) 
БЕЛГЕ БАУ рд 
L+ V = ВХ + AŠ {12-2-3) 
£ k=X? +2, =L- BX WREDEN 
V = B+ AS – / (12-2-4) 


Š 为 系统 参数 ,S 为 其 平 差 值 。AS 为 系统 说 差 影响 项 ,也 就 是 对 平 差 模型 的 补偿 项 ,如 Š = 
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0,83 ЖР. ЭЕ БЕЛИ ҢЫ. 
产生 附加 系统 参数 的 函数 模 
例 12-1 图 12-1 所 示 水 准 


He ,由 于 在 精密 水 准 测量 中 ,对 所 采用 的 标尺 要 考虑 其 每 米 真 长 
改正 ,因此 要 对 观测 高 差 进行 尺度 改正 , 设 为 R, 则 可 列 出 观测 方 


漠 情 况 较 多 .下 面 举例 说 明 。 
网 中 , A、B 点 高 程 已 知 为 Has 


程 为 
hi + hiR + vi = Кү Ha 
ha + h,Ë + vi =- X, + Xo 
hy + haR + vy = — X; + Ha 
h, + h R + va =- X, + Ha 
hs + hsR + vs = X- Нь 12-1 
Өсе сор 
zi = £, - АЁ - 1, 
wa = — t, + £, h;Ë - 1, 
va == åa- haR — {3 
Әал- 21- ААК і 
vs = fa- h R ~is 
此 例 
1 0 "hi 
-1 1 = h; 
B= | 0-1), z=| | А-і|-із, S=R 
i — 1 0 227 i — Ах ' 
0 1 - hs 


{412-2 Ж&12-1!В,® ж 


h shasha Rs 1998 年 观测 的 ,As hs Ж 2001 年 观测 的 , 设 点 


X,.X, 每 年 的 沉陷 量 分 别 为 w yz, 试 列 出 误差 方程 。 
设 点 X,.X, 在 1998 年 的 高 程 为 Х.Х, МАЯ 


此 时 

1 0 
-1 1 
В- 0-1 

52 
-1 0 
0 1 
例 12-3 在 电磁 波 测 中 中， 


h i + wi = X, - Ha 

h, + u =- X, + Х, 

hs + va = — K> + HA 

ha + v =- X" 391% Нв 


hs + vs = Xa+ 39) – Hp 
0 

0 0 

0 

i -3 0 
0 3 


如 测 焉 含有 系统 误差 ,应 引入 测 距 改正 项 。 设 测 距 边 为 Sy, 
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Ба са Х,У) ,( 义 , ,YY)) 为 平 差 参 数 , 则 观测 方程 为 

5; т 484 т 415; + vs, = VX, т хы + ( Y; = Y,)° 
RP ao 为 测 距 常 系 差 ,ai 25 EBE i X J FS EE # Зе (ОДИН И, ГЕР p — K Ti pk IE 
а25%) ,其 误差 方程 为 


АХ, АҮ АХ АҮ? 
5% 5, 5% $: + 5% е, + s$ 5, + ĉa t Sti Е ls, 
15, = S, — 5°, 

AP apa 就 是 附加 的 系统 参数 , 它 是 系统 误差 收 正 项 直线 方程 的 系数 。 

5112-4 设 对 一 系列 数据 点 (zi = 1,2, ,nn, 作 二 次 曲线 氢 合 。 观 测 方程 为 

Wt u; = 4 5 à x; + азд? 
现在 考虑 作 三 次 方 曲线 拟 合 ,看 效果 是 否 更 好 。 若 作 三 次 方 曲线 拟 合 , 则 观测 方程 为 
y t u = ào + йул, + daa? + йзл3 

在 这 种 情况 下 ,可 将 (a0,a41,4;) 考 虑 为 平 差 参 数 页 ,而 将 &3 视 为 附加 的 系统 参数 参与 平 
35, 

Акша н ЕШ, п Z 5 22 8k Е H BJ ЕЛЕК А ӘДЕТ 
{ЧЕН ,评定 精度 ,而 且 要 对 系统 参数 的 显著 性 进行 统计 被 验 , 以 判定 附加 系统 参数 是 否 应 
该 列 入 模型 参与 平 差 ,或 者 选择 合理 的 系统 参数 影响 项 参与 平 差 。 


КРК ЧЕ Ж ЛИЕ 
误差 方程 (12-2-4) 式 为 


us 一 一 
ГІ 


У-Ві AS-i 


жане R(B)= I, B 为 列 满 秩 ,RCA) =m. A 亦 为 列 满 秩 ,表示 参数 z, 之 间或 2 PF13518 
立 再 假设 + 55 也 互相 独立 。 误 差 方程 的 权 阵 p 由 (12-2-2) 式 确定 ,其 中 n> (t + т). 将 
上 式 写成 


v = (В BI (12-2-5) 


可 见 ,这 就 是 间接 平 差 的 误差 方程 。 按 最 小 二 乘 准 则 УТРУ = min, 由 上 式 可 得 方程 为 


[8.28 вра | _ [ (12-2-6) 
АТРВ АТРА118 АТР! 
£ BIPB= N I Nia = №, = BIPA , № = АТРА, WEARS 29 
Му ке |4 _ ІР 
w № 3 T LATP 
由 分 块 求 逆 公式 得 
Е | _ 的 + NNa M NaNT - Мамам”) И | (12-2-7) 
Š — M lN, Nil м”! АТР! 
式 中 
M= Np - NaNii Му; 
= ATPA ~ АТРВ(ВТРВ)ВТРА (12-2-8) 
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如 果 平 差 模型 中 不 存在 系统 误差 , 即 3 =0, 则 有 


£1 = NBIP = (ВТРВ)-іВТРЈ (12-2-9) 

考虑 此 关系 式 , 则 (12-2-7) 式 可 写成 
t= +1 - NI No МУҲАТРІ ~ Nut) (12-2-10) 
з = МГҚАТР- Музу) (12-2-11) 


因为 (12-2-7) 式 右 端 的 系数 阵 是 法 方程 (12-2-6) 式 系数 阵 的 逆 , 按 间接 平 差 知 , 它 就 是 
平 差 参 数 估 值 的 协 因 数 阵 , 即 


Мі + МОМ M NANI -~ NI Ne М! 

Qr) = ， (12-2-12) 

4 T M Na Nji М” 
HA 
Q, = Ni + Ni N МУМ М (12-2-13) 
дә- M`”! (12-2-14) 
Qs = - МММ! (12-2-15) 
单位 权 中 误差 


¿o | PY = \/- м” (12-2-16) 

RAAKA, г ЛЕ ТОЖЕ ЗР ЗЕК ҖЫ, A TART ЗЕ ЖЕ ЖИ ІНЕН, ЖА] Ж Sr 2 НЫ Ж 

性 进行 检验 。 因 为 ,如 果 系 统 参 数 不 存在 或 者 存在 但 与 列 人 模型 的 项 AS 不 符 ,而 仍 采 用 模型 

(12-2_4) 平 差 , 必 将 影响 求 + 与 Q,, 的 正确 性 ,所 以 附加 系统 参数 的 平 差 必须 对 列 入 项 AS 的 
显著 性 进行 检验 。 检 验 参 数 的 显著 性 的 一 种 方法 可 参阅 $11-5。 


$12-3 牧 亏 自由 网 平 差 


一 、 问 题 的 提出 


在 经 典 间 接 平 差 中 ,必须 具有 足够 的 起 算数 据 。 当 控制 网 中 仅 含 必要 的 起 算数 据 时 ,通常 
称 为 自由 网 。 用 经 典 平 差 方 法 平 差 这 种 网 ,俗称 经 典 自 由 网 平 差 。 当 控制 网 中 除 必要 起算 数 
据 外 ,还 有 多 余 起 算数 据 的 网 称 为 附 合 网 。 不 论 是 自由 网 还 是 附 合 网 ,在 间 较 平 差 时 , 当 所 选 
的 待定 参数 之 间 不 存 首 除数 关系 时 ,误差 方程 的 系数 算 阵 B 总 是 列 满 秩 的 , 即 R(B) =i: 为 
必要 观测 数 )。 由 此 所 得 到 的 法 方程 系数 阵 N = ВТРВ 就 是 一 个 对 称 的 满 秩 方 阵 , 即 
RION) =: ,法 方程 有 惟一 解 。 

图 12.2 所 示 水 准 网 中 ,假定 P. 点 高 程 已 知 为 Ha, 待定 点 P1、P 的 高 程 平 差 值 为 X = 
Х0%2,,Х,- ХО, 各 段 路 线 长 度 均 为 S, 高 差 为 等 权 观 测 , 误 差 方程 

| VvV= Bi-! (12-3-1) 


31 3221 31 


的 显 式 为 


217 


法 方程 及 其 显 式 为 
BIBz = Bi (12-3-2) 


[эйе 
在 误差 方程 系数 阵 中 中 ,存在 一 个 二 阶 行列 式 不 等 于 替 ， 


1 0 
a| | =1, 故 B ŘJ ЕК(В)=2,Щ B Ж#Н ЖЕ H 
此 ,法 方程 系数 阵 的 秩 Е(ВІБ)-Е(В)-2,%5 Ы КІВІВІ- 
| 2 


-1 
1 2 = 3550,1 R(BTB)=2,N = ВІВ 为 满 秩 方 阵 。 


法 方程 有 惟一 解 为 


图 12-2 


х = (BBY IBT] (12-3-3) 
这 就 是 经 典 自由 网 平 差 的 情况 。 
上 述 间 接 平 差 函 数 模型 还 可 用 下 面 的 方式 组 成 : 先 设 Py 点 的 平 差 值 X, = Х + z, , # Б 
列 误差 方程 ,然后 再 令 X3 = X ,将 z,=0 作为 参数 的 条 件 方 程 ,于 是 其 函数 模型 为 
У=В2-1 (12-3-4) 


Сте = 0 | (12-3-5) 


13 31 


1 0-111% li 
= -1 1 Ü 45 - la 
0-1 ЕЕ ГА 


= 0 (BM z, = 0) 


式 中 CI=[0 0 1], 其 显 式 为 


11 


[0 0 1]|+ 


23 
#‹(12-3-5)55{% A (12-3-4) k 15 (12-3-1)зҖ, ГАР АҚМЖ 3555 В}, 
(12-3-4) 式 表示 水 准 网 在 没有 起 始 高 程 情况 下 列 出 的 误差 方程 , (12-3-5) 式 为 给 定 起 始 


高 程 的 条 件 方程 。 
在 这 种 情况 下 ,误差 方程 (12-3-4) 的 系数 阵 的 行列 式 等 于 零 , 即 
1 0 -1 
` 
-1 1 0|=0 
0 -1 1 


其 中 有 二 阶 行列 式 不 等 于 零 , 故 R(B)=2, 数 2 为 网 中 必要 观测 数 ,B ARETA ДИГ d 
=3-2=1, 表 示 缺 少 一 个 起 始 高 程 ,因此 给 定 条 件 式 (12-3-5) ,转换 成 附 有 限制 条 件 的 间接 平 


差 问题 ,可 求 其 惟一 解 。 
没有 起 始 数据 参与 的 并 以 待定 点 的 坐标 为 待定 参数 的 控制 网 ,也 是 自由 网 ,是 一 种 具有 特 
殊 用 途 的 控制 网 。 此 时 的 误差 方程 如 (12.3-4) 式 ,系数 阵 B 是 列 气 阵 ,由 此 所 得 的 法 方程 系 


Ж 
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[ 2 -1 -1 
Ne ee j- 2 -1 
-1 -1 2 


ШЕ, М =0, ЕСМ) = R(B)}=2。 

ЕВО и ,必要 观测 数 为 1 Ж РАШ ОН a, ДВ Anax u Ж 
阵 ,其 秩 КОВ) =:<а, а= u -相应 的 法 方程 系数 阵 N EERTE RE КОМ) = 
R(B)=t<u 5009 а= u- t. 这 种 网 称 为 秩 亏 自 由 网 。 

产生 秩 亏 的 愿 因 是 控制 网 中 没有 起 算数 据 ,所 以 а 就 是 网 中 必要 起 算数 据 的 个 数 。 对 于 
水 准 网 ,必要 起 算数 据 是 一 个 点 的 高 程 , 故 d = 1。 对 于 测 角 网 ,必要 起 算数 据 蚌 两 个 点 的 从 
т. d =4。 对 于 济 边 网 或 边 角 网 ,必要 起 算数 据 是 一 个 点 的 坐标 和 一 条 边 的 方位 , 故 d =3。 

秩 气 自由 网 的 法 方程 系数 阵 N 奇异 , 即 | N | =0, 故 NN 的 凯利 逆 N"' 不 存在 ,法 方程 有 无 
穷 解 。 如 何 合理 解 算 这 类 平 差 问题 ,就 是 本 节 要 讨论 的 秩 亏 自由 网 平 差 问题 。 


二 , 秩 亏 自由 网 平 差 原理 
Ми 个 坐标 参数 的 平 差 值 为 ， 观测 向 量 为 L, 函数 模型 为 
L=L+V=BX+d (12-3-6) 
其 中 R(B)=t<u,d=u-t, 相应 的 误差 方程 为 
V = Bi-! (12-3-7) 


жн 
X= X+, ГЕ 1 - (В Хожа) = L- L9 
= вш FJ 22 аа А рев НОТЕ Р. ЭЕ ИН ВЕНЫ Н ЈЕ 


D = (9 = ор! (12-3-8) 
按 最 小 二 乘 原理 ,在 VTPV =min 下 ,由 (12-3-7) 式 可 组 成 法 方程 为 
ВТРВғ = БҮРІ (12-3-9) 


由 于 К(ВТРВ) = К(№) =2< uN 1! 不 存在 ,方程 (12-3-9) 不 具有 惟一 解 ,这 是 因为 参数 2 
必须 在 一 定 的 坐标 基准 下 才能 惟一 确定 。 举 标 基 准 个 数 即 为 秩 亏 数 de RWA d 个 坐标 基准 
条 件 ,其 形式 为 

51 2-0 (12-3-10) 
基准 条 件 , 也 就 是 所 选 的 и 个 参数 之 间 存在 的 d 个 约束 条 件 , 这 是 基准 秩 亏 所 致 。 例 如 在 水 
准 网 中 ,d=1, 即 w=t+1, 有 一 个 基准 条 件 ,如 上 例 的 3=0, 则 秋 下 个 独立 参数 可 得 惟一 
R. жат, AEN EREA, M А =4, 若 设 条 件 为 

21-09, WH= 0 2›=0, ӯ 0 

则 其 余 坐 标 参 数 就 可 在 坐标 基准 下 求 得 平 卷 值 ,这 是 属于 经 典 自由 网 平 差 的 d 个 坐标 基准 条 


tF. 
附加 的 基准 条 件 (12-3-10) 式 应 与 法 方程 (12-3-9) 式 线性 无 关 , 这 一 一 要 求 等 价 于 满足 下 


列 关系 : 


М5-0 (12-3-11) 
ІҢ М=ВЇРВ, ЛЯ 
BS = 0 (12-3-12) 
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ЖЭБ, (12-3-10) а 个 方程 也 要 线性 无 关 , 故 必须 有 R(S)= d, 
联 会 解 算 (12-3-7) 和 (12-3-10) 式 ,此 即 附 有 限制 条 件 的 间接 平 差 问 题 ,在 
У = VIPV + 2KT(ST#) = min 


下 得 法 方程 为 
ВТРВғ + SK = BIP 
STe = 0 } (12-3-13) 
将 上 式 的 第 一 个 方程 两 边 左 乘 51 ,顾及 (12-3-12) 式 得 
STSK = 0 
HER S'S 正则 , 故 有 
К = 0 (12-3-14) 
БІН 
w = утру +2KT(ST+£) = УТРУ 
亦 即 秩 亏 自由 网 乎 差 中 的 VAV PV 是 与 基准 条 件 无 关 的 不 变量 。 
将 (12-3-13) 式 中 第 二 式 左 乘 S 并 与 第 一 式 相 加 ,考虑 K = 0,38 
(ВТРВ + SST)£ = BTP! (12-3-15) 
其 解 为 
® = (ВТРВ + 557)-!ВТРрІ = О'ВІРІ (12-3-16) 
жн 
Q' = (BTPB + 581)! 
+ 的 协 因数 为 
Ош = Q ВІРВО = Q'NQ' (12-3-17) 
单位 祝 中 误差 为 


- vipv 1VIPV _ VIPY 

Sa = ra 2—7 = FEET) (12-3-18) 
以 上 导 得 的 (12-3-16)、(12-3-17)、(12-3- 18) 式 即 为 秩 志 自由 网 平 差 公 式 。 
=.S 的 具体 形式 


秩 亏 自由 网 平 差 基 准 条 件 有 多 种 取 法 ,例如 上 述 高 程 网 中 取 平 差 后 一 点 的 高 程 改正 数 为 
零 ,平面 网 中 取 平 差 后 两 点 的 坐标 改正 数 为 零 等 ,这 种 选取 方法 属于 经 典 自由 网 平 差 的 基准 。 
下 而 给 出 满足 (12-3-11) 式 和 R(S) = d 的 S 的 一 组 基础 解 , 这 是 属于 秩 亏 自由 网 孕 差 的 基 


准 ,其 具体 形式 为 : 
水 淮 网 平 差 ; 秩 乞 水 准 网 的 d=1,5 的 表达 式 可 取 为 
S = 1 1 = 1) 
代 和 (12-3-10) 式 ,其 基准 条 件 方程 为 
fit too + £, = Ü (12-3-19) 
即 所 有 点 的 高 程 平 差 改 正 数 之 和 为 零 。 
测 边 网 平 差 : 秩 亏 测 边 网 的 4 =3,S 的 表达 式 可 取 为 
1 0 1 0 з] 0 
ST= | 0 1 0 1 … 0 1 
“|а ұр St oyt йз -Ү% xo 
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EPE m 为 网 中 全 部 点 数 ,xz =2z。 基 准 条 件 方 程 {12-3-10) 的 显 式 为 


i t £) + б + Ж, = 0 
31 + Saton + $, = 0 (12-3-20) 
ш Үүт, + xis 十 一 Y, + X? $, = 0 


式 中 第 一 个 方程 是 纵 坐 标 基准 条 件 ,第 二 个 方程 是 横 坐 标 基 淮 条 件 ,第 三 个 方程 是 方位 角 基准 
条 件 。 
МЯ МЕЗЕ: ША Р 4-4,5 的 表达 式 可 取 为 


Ü 1 0 1 ... 0 1 
sT = 
4и - ү? x? — ү x? ..-. _ у? x 
Хо үй Хх) Үү. Хх Yi 
基准 条 件 显 式 为 
£ + £; + + + £, = Ü 
Pi t $; t + $, = Ü 
_ ү», + Хо pa с уб + Х99, = 01° (12-3-21) 
1 1 1 5 1 m н та бін 一 0 


Хе + Үз: + ne + XF, + Уз» - 0 
式 中 前 三 个 方程 与 测 边 网 一 样 ,它们 是 纵 、 横 坐标 和 方位 基准 条 件 ,第 四 个 方程 为 边 长 基准 条 


件 。 
采用 上 述 确定 S 的 方法 组 成 基准 条 件 , 称 为 秩 写 自由 网 平 差 的 重心 基准。 


8124 最 小 二 乘 配 置 原理 


以 上 所 介绍 的 各 种 平 差 方法 ,尽管 函数 模型 各 异 , 但 它们 都 有 一 个 共同 点 ,就 是 各 种 方法 
的 函数 模型 中 都 只 含有 无 先 验 统计 信息 的 非 全 机 参数 。 在 实际 测量 中 ,有 些 参 数 在 平 差 前 就 
已 知 其 期 望 和 方差 的 先 验 信息 , 像 这 种 具有 先 验 信息 的 参数 是 随机 参数 。 考虑 附 有 随机 参数 
的 平 差 间 题 称 为 最 小 二 乘 配置 或 称 最 小 二 乘 拟 合 推 佑 。 

一 ,数学 模型 

配置 的 函数 模型 为 : 

L= BX +AY- A (12-4-1) 
Жр L 为 观测 向 量 ,X 为 非 随机 参数 (简称 参数 )， Y 为 随机 参数 ( 称 为 信号 ) 。 Y 又 可 分 为 两 
种 情况 ;一 是 已 测 点 的 信和 号 ,与 观测 值 间 有 函数 关系 ,用 S 表示 ， 它 是 m x 向 量 ; 另 一 种 是 未 
测 点 情 号 ,用 5 表示 ,是 т,Х1 向 量 , 它 与 观测 值 不 发 生 函 数 关系 ,mli+ m, = m B 8:55 
统计 相关 , 即 用 协 方 差 与 S 相 联 系 , 即 
ҮТ=|51 өті, А- [| Л, "| 

此 外 ,4 与 B 的 秩 为 


RCA) = т, R(B)=t 
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已 知 的 随机 模型 包括 先 验 的 数学 期 望 和 方差 ,(12-4-1) 式 中 随机 量 为 误差 向 量 .信和 号 向 
Ж Y 和 观测 向 量 志 , 随 机 量 的 期 望 已 知 为 


Е(А) = 0 
ТЕС) 
Е(Ү) = сез 
E(L) = ВХ + АЕ(У) (12-4-2) 


令 单位 权 方 差 02-1, ШЕЕ А АЕ) 
D(A) = D, = РЫ 


D(Y) = D - [2% -= py 
ОО! [р Ded К 
Пе Dss r AI 
D(L)= D, = D, + АРуА = D А 01 | "| 
(L) L АТ ұА s+[ 1 ] Dss Ds 0 
= Da + A РАТ (12-4-3) 


从 以 上 数学 模型 可 以 看 出 最 小 二 乘 配置 有 如 下 特点 : 

(1) 通 数 模型 中 引信 了 随机 参数 ( 信 导 )Y, 且 已 知 其 先 验 期 望 和 方差 ,这 是 最 小 二 乘 配 置 
的 主要 特点 ,因此 该 法 的 应 用 前 提 是 必须 较 精 确 地 已 知 其 先 验 统计 特性 。 

(2) 求 参数 的 佑 值 可 称 为 拟 合 , 求 已 测 点 信号 5 称 为 滤波 。 和 估计 与 S 存在 协 方 差 关 
系 ,而 与 观测 无 直接 关系 的 未 测 点 信和 号 称 为 推 估 ,因此 最 小 二 乘 配 置 这 种 平 差 法 ,是 最 小 二 条 
滤波 , 拟 合 和 推 佑 融 为 一 体 。 

(3) 由 (12-4-3) 式 知 ,由 于 模型 中 引入 了 信号 , Di 不 再 等 于 其 误差 方差 DD,, 而 是 DMA 
号 方差 Ds 合成 的 一 种 方差 ,但 衡量 观测 精度 的 指标 仍 是 其 误差 方差 。 


Z2 FERE 
由 (12-4-1) 式 得 误差 方程 为 
у= Bi+AY-L (12-4-4) 
式 中 
А Š 
Y = Е 
根据 最 小 二 乘 原 理 有 
VTPV + ViPyVy = min (12-4-5) 
式 中 V 是 观测 值 工 的 改正 数 ;Vy 是 Y 的 先 验 期 望 E(Y) 的 改正 数 , 且 
Vs 
уу = Ей 


为 了 导出 参数 X 和 YY МР, ЖОН EE(Y) 看 成 是 方差 为 DLY), 权 为 Py 对 Y( 非 随机 
参数 ) 的 虚拟 观测 值 , 故 可 令 


| 


并 令 与 Ly 相对 应 的 观测 误差 为 
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Ls 


Ж Е 


Е EOD) = |E(s’) 


Аз 
ШЕ ШЕ ЖЕНГЕ ЭУ 
5 А5 
Ly = Y - Ау = МЕ 网 (12-4-6) 
与 Ly 相应 的 误差 方程 为 
Vy = Y — Ly (12-4-7) 


ҤШ(12-4-4)35,Я1(12-4-7) ЗА REENER DRA 


V= ВХ +АЎ - L 
Vy = Ӯ - L, | (12-4-8) 
ЖАН ЗУ (12-4-5 ЕЛ ЖЕН (12-4-5) КЁ, ИЕ Ө АЕ Ж Ја] КЕ Е ТЕ З — fit la] 
接 平 差 问题 了 ,于 是 可 得 法 方程 
BTP,B ВТР,А iå ВТР,1. 
| А Б (12-4-9) 
АТР,В ATP A + py): Y АТР,А + PyLy 
解 之 得 
В?Р,В BTP A |7 BTp,L 
МЕ | ^ ^ | | ^ | (12-4-10) 
Y ATPAR АТР,А + Py ATP,A + PyLy 
fh kakak yp 2: Sk X 和 信号 向 量 Y ЗЕН. 
%(12-4 0 ЖЗА ЕН 
Т Т -1 
А Р.В В РА | _ [оп ма (12-421) 
АТР,В АТР,А + Py Ол Q> 
Ш X.Y 的 协 因数 阵 为 
Охх = Qu (12-4-12) 
© = Өз (12-4-13) 
Оуу = Qu (12-4-14) 
单位 权 方 差 为 
aao УТРУ + VIPyVy УТРАУ + ViPyVy 
сос / (n + m) - (t + т) 
T T 
- У РУ + утуу (12-4-15) 


式 中 n+ т 为 观测 总 数 ,1 + m 为 未 知 参 数 数 ,让 由 度 УЕН ФМ 
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